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La classe completa delle superficie applicabili sul paraboloide di rota- 
zione è nota; ma i procedimenti coi quali essa è stata ottenuta sono 
indiretti. 

Le superficie, per le quali uno dei raggi principali di curvatura è 
funzione dell'altro, dette anche brevemente superficie W **) godono di im- 
portanti proprietà, che permettono di ricondurre il problema di trovare 
tutte le deformate per flessione di una data superficie di rotazione al pro- 
blema di determinare una classe di superficie W. 

Ora, fin dal 1863 il Weingarten ***) aveva trovato la classe com- 
pleta delle superficie, per le quali i raggi di curvatura r ^ , r^ sono legati 

dalla relazione: 

2(^ — = sen[2(r, + r,)], 

e aveva mostrato (1. e, pag. 171) che le due falde dell'evoluta di esse 
hanno per elemento lineare: 

n Darboux osservò +) che questo elemento lineare appartiene al 
paraboloide immaginario : 



*) Tesi di Laurea presentata alla R. Università di Palermo, in novembre 1900. 
**) Bianchi, Le^iioni di Geometria differenziale (Pisa, 1894), pp. 231-243. 
•••) Ueber die Oberflächen für welche einer der beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
eine Function des andern ist [Crelle's Journal, Bd. LXII (1863), pp. 160-173]. 

f) Leçons sur la théorie générale des surfaces (Paris, 1894), vol. III, pag. 332. 

Mmti, Ckt, Mmttm. PaUrmo, t. XV (1901). — Stampato il x6 genoaju 1901. i 
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e mostrò come, modificando leggermente il procedimento di Weingarten, 
puossi ottenere la classe completa delle superficie per le quali i raggi di 
curvatura sono legati dalla relazione : 

2(r, — r,) = senh[2(r, + r,)] 

e di conseguenza b classe completa delle superficie applicabili sul para-, 
boloide di rotazione reale. Egli diede (1. e, pag. 370) sotto forma molto 
aliante le formole definitive, che rappresentano la più generale di que- 
ste superficie, riferita alle sue linee assintotiche. 

Le formole che risolvono lo stesso problema, riferendo la superficie 
ad un sistema di coordinate isotermo-coniugato, si potrebbero ricavare da 
quelle del Darboux con una semplice trasformazione. Esse si trovano 
stabilite nel citato libro del Bianchi (pag. 313) seguendo un procedimento 
im pò* diverso da quello del Darboux. Nel capitolo XII, destinato alle 
congruenze W (congruenze di raggi dotate delh proprietà, che sulle loro 
falde focali le linee assintotiche si corrispondono), il Bianchi ricerca tutte 
quelle congruenze Wj che corrispondono all'equazione di Moutard : 

du' '^ dv' ~^ 

ed alla sua soluzione particobre = i, e che inoltre sono congruenze 
normali; poi mostra che tali congruenze W danno nelle loro superficie 
focali tutte le superficie colFelemento lineare 

ds' = {b ^ k'r')dr' ^ r' d^\ 

il quale per i ]> o appartiene al paraboloide di rotazione. 

Le formole generali del Darboux furono ancora ottenute per una 
via diversa, ma sempre indiretta, dal Thybaut *). Questi, dopo aver fatto 
conoscere alcune proprietà delle deformazioni di un paraboloide qualun- 
que, trattando in particolare del paraboloide di rotazione, stabili una note- 
vole corrispondenza tra le deformate di questa superficie e le superficie 
minime; da questa corrispondenza trasse poi modo di determinare b 
^|a«jtf> completa di superficie applicabili sul paraboloide di rotazione. 

Io mi propongo nel presente lavoro di ottenere la cbsse di super- 
fide in discorso col procedimento diretto, considerando cioè questo pro- 
come caso particobre del problema generale di determinare tutte 



•) Thybaut, Sur ìa déformation du paraMoidê, etc [Annales de l'École Nor- 
Stipèrieiire^ s. m, t XIV (1897), pp. 45-98]. 
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le superficie che hanno assegnato elemento lineare, il quale problema, 
come è noto, dipende dall'integrazione di una equazione alle derivate par- 
ziali di secondo ordine. Ma l'equazione che sino a podii anni fa si po- 
neva a fondamento per trattare questo difficile problema *), non si pre- 
sta anche nei casi più semplici (escluso quello delle superficie sviluppabili) 
ai noti metodi d'integrazione; per questa ragione le poche classi complete 
di superficie con assegnato elemento lineare, che son note, furono tutte 
ricavate con procedimenti indiretti. 

H Weingarten, in una molto importante Memoria, che ottenne dal- 
l'Accademia delle Scienze di Parigi il gran premio di matematiche per 
Tanno 1894 **), diede per la risoluzione del problema un nuovo metodo, 
che conduce ad un'altra equazione a derivate parziali di secondo ordine, 
e mostrò come questa in alcuni casi si può integrare coi metodi noti; 
un caso notevole, in cui tale integrazione si può compiere, è appunto 
quello che forma l'oggetto del presente lavoro. 

Attenendomi pertanto al nuovo metodo di Weingarten, sviluppo in 
un primo paragrafo le considerazioni da lui fatte in generale, per il caso 
in cui l'elemento lineare è quello del paraboloide di rotazione, allo scopo 
di preparare tutte le formole indispensabili in seguito e, tra le altre, l'e- 
quazione fondamentale, che a calcoli fatti presenta un aspetto piuttosto 
complicato. 

In un secondo paragrafo eseguisco efiettivamente l'integrazione di 
questa equazione e mostro, collo stabilire le opportune formole, come se 
ne possa poi dedurre per quadrature la più generale superficie applicabile 
sul paraboloide di rotazione. Le formole cui si giunge per questa via sono 
molto differenti da quelle del Darboux. 

In un terzo paragrafo, operando una trasformazione di variabili, do 
le formole che rappresentano la più generale superficie integrale dell'equa- 
zione fondamentale di Weingarten riferita alle caratteristiche. 

In un quarto paragrafo, assumendo queste caratteristiche come nuovi 
parametri, esprimo in funzione di esse anche le coordinate del punto gene- 



•) Vedi, ad esempio, Darboux, 1. e, voL III, pp. 253-262; Bianchi, L c, 
pp. 195-199- 

••j Weingarten, Sur la déformation des surfaces [Acta Mathematica, t. XX (1897), 
pp. 159-200]. — CET. anche: Ricci, Della equazione fondamentale di Weingarten nella teo- 
ria delle superficie applicabili [Atti dell'Istituto Veneto, serie VII, tomo Vili (1896-97), 
pp. 1230-1238]. 
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33 .â::Li pu. gnm** scjeràôe appfiriHLc sol piradoiojd^ di rotazione, 
£ XTKvS&^D CC3R jljs üxiDcae t Vtf'iîrHC y dalle qaa}: dodooo tidhnente le 

ìx zs. ç==ao ed a^rrro paragntt> ho axisàderato in particolare le 
=^-y^^ e js spg^trir £ rocaaâooe, ed una DOtsrok saperfide algd>nca 
^ :i' crcse^ cdÀ qszle ho da3> 'm modo rapido le priadpaH propriedL 

I Sm i J fa f mm a m mt n f mìL — Jggumgiome di ITein^ortofi, 

X. Asssmereaoo Véansìxo lineare dd paraboloide di rotatone sotto 
a icnixia ben noca: 
(j) Js' = «' J-' + + y^ldu\ 

IVXSQO 

k jcreoi ^mdratka (^ si trasforma ndla forma quadratica: 

ciM^ ^ tBU «fi «{ueDe che Weixg&stex cbiama forme ridotte ddl'ekmento 

IVthHJithlo con ;, i:, C le coordinate cartesbae di un ponto (^, et) 
yhi^ »HVrtkie generica coU'demento lineare (fi), dalle formole fonda- 
jiKuà >kxb teom delle superficie *), si hanno le rdazioni : 

d^- r-^d<r + ^'*'* 

J a*g _ 1 di , n>v 

^^ _ ^ a^ ^ n„ y 

.{Oil «mK>^ in « c Ç, nelle quali X,, K,, Z, sono i coseni direttori 
gi^ I^W«u)« «U* superficie nd punto (^, a) e le funzioni D, D', D" sono 

«> IM^MCMU t«<iM< «N Gmnarìe Hftrm^kU, {Mg. 88. 
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p., V- d^ ^X} -^ (5Ç dX^ 

^ - ^d;( da - -^dd d:c ' 

D"= — Y— ^^^ 

È ben noto dalla teoria delle superficie *) che le funzioni D, Z)', /)" 
delle variabili x.^ a sono l^te dalle relazioni seguenti: 

^ ^ J d<x 3;^ 2(<x— i) <x ' 

-3 =^ T^ N-D = 0- 

07^ Off 2ff(<T — l) 

Per ogni punto ($, y), ì[) della nostra superficie, considereremo un 
triedro trirettangolo costituito dalle direzioni positive della tangente alla 
linea <x = cost., i cui coseni direttori indicheremo con (X, , F, , Z,), 
della tangente alla linea ;^ = cost., i cui coseni direttori indicheremo 
con (Xj, F,, ZJ e della normale alla superficie. 

Si avrà: 



^"" y7 0^* '~ fi de' ^'- |/7 dd' 
Osserviamo che per punti reali di superficie reali le espressioni 
/d, y a — I sono reali; noi assumeremo per questi radicali i valori 
positivi. 

2. Per la ricerca che ci siamo proposti è assai utile una rappresene 
tazione della superficie sulla sfera, che si ottiene nel modo seguente. 

Descriviamo una sfera col centro nell'origine e di raggio eguale al- 
l'unità di misura. Preso arbitrariamente sulla nostra superficie un punto 
(Ç> ^> 0> considereremo in esso la tangente alla linea <t = cost. ; il rag- 
gio parallelo alla direzione positiva di essa, condotto per il centro della 
sfera, secherà quest'ultima in un punto (X,, F,, Z,), che chiameremo 
l'immagine del primo. 



*) Bianchi, 1. e, pp. 90-91. 
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Nel ragionamento che segue supporrono che la superficie (Ç, ij, Q 
non sìa una superficie di rotazione^ caso in cui l'immagine sferica pre- 
cedentemente considerata si riduce in particolare ad una lìnea sferica. 

Derivando le (5) e sostìruendo per le derivate seconde di Ç, i], C le 
espressioni (C), si ricava : 

dz l/n — ì I ' <r d<s 

(4) 



ax, ^ i 



colle analoghe in 7, e 2,, dalle quali si ha immediatamente: 

f^ jn / k'jy , I \ , , , k'DD'., . k'D" . , 

(ì) '*^• = (^-T + -^)'^" + ='7^-^^^'^<^+c-^l'^"^^ 

ove con Js' abbiamo denotato Telemento lineare della sfera rappresen- 



tativa. 



3. Ciò posto, assumiamo le coordinate X^ , Ytf ^i J^l punto rap* 
prescutativo, in funzione di due variabili nuove x ed y, colle formole: 

x-JL±l. 






7 -l^r^l. 






le ancicUc variabili %^tn sono funzioni di x ed ^ che vogliamo deter- 
minare. 

Avendosi 

ax„_ i-/ ar. _ .. i+/ ^^.^ -^^ 
dXj_^ _ 

sì ricava 
(6) 



(! + *>)" dx -(i + x:,y 

1— X* dK. .1+*' ÔZ — ax 

I i . ' i 



0+*>)' 



òy -(,+xjy » 



J,"- 4'fjf'fy 



che è rclemento lineare sferico espresso nelle nuove variabili. 

tPcr la determinazione delle funzioni ^ e <r utilizzeremo le proprietà 
invarianrive dei parametri differenziali *) operando nel modo seguente. 
Dalla forma quadraäca (5) si ha 



*) BlAMCHtr l C^ pàg. 66. 
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mentre dalla (6) si ha 

(7') ^,^ = (j-\-xyrpq*)- 

In virtù delle invocate proprietà invariantive, potremo scrivere 

(8) » = (!+*>)'/'?, 

che definisce a come fuimone di x ed ^, tutte le volte che è nota la x^ 
in funzione di x ed ^. 

4. Per dò che riguarda la funzione :(, possiamo stabilire una equa- 
àone differenziale alle derivate parziali di secondo ordine, alla quale essa 
deve necessariamente soddisfare. 

A questo scopo calcoliamo i simboli di Christoffel **) | 1 ( sulla 

forma (5). Si ha talmente 

li i|_ g [ik^D' ìdD dP' I n\ ^1 

} i\~ 2D'l(T-i\d(T di 2(a-i)^j c'J' 

e questa, facendo uso della seconda e della prima delle (2), diventa 

\^H = 2k'DD'. 
In modo analogo si trova 

j^^^j = 2Jk'D'% JYJ = 2k'DD'\ 

Gò posto, possiamo costruire facilmente il parametro differenziale 
âk^^l ***) sulla forma (5). 

Invero, chiamando :(.j le derivate seconde covarianti della 7^ rispetto 
alla forma (5), si ha semplicemente : 

^"=-\\% ^"=-ìM' ^-^-ivì' 

donde si ricava : 



*) Seguendo la notazione di Monge si è posto : 

Similmente in seguito porremo : 

^ Bianchi, L c, pag. 66. 
*^) Bianchi, L c, pag. 46. 
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o meg^ tenuto conto dcQa prima dcOe (2), 

_^ — Ë^ 
lyakn pane, avendosi 

1 fir 

si cksnra: 

Qiicsti rdaziooe o a muiu soDa fbana quadratica (6) fornisce una 
cspâaot SSkrcaâlc aDe derivate panîiE £ soooodo ordine, che è Te- 
qoaziaoe rìdnesa. 

lOgfiiino scrìvere per <iÌMr%o questi equaiìone. 

A <piestt> scopo adopereremo h fannoh: 

ore si è postt> 



Vi 



ed i sìmbofi ^ , ^ si intendano costraki ssifti iòrma (6\ 
i i \ 

Sosd&iendo per qoesn sìmboS i vdoci c&nrn, si ottiene: 

donde si ricava: 

-^^ = {' + T^)hTTh)--- 
e questi» tenuto cook^ ddh 0») e ddk (S), si poi scxnere come s^ue: 

%s QüKMi $lC{ja;à cqojisìkHK pa> asfeche :$si&ârsi o» oa akro proce- 
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Invero, dalla forma quadratica (5) si ha : 

. ^^ dX. De dX, 

e questa, facendo uso delle (4), diventa : 

(II) va,x.) = -2*t/ï^ri|i 

colle analoghe in F, e Z, ; ed allora, tenendo presenti le (3), (7) e (11), 
i differenziali delle funzioni ^, y), ^ prendono la forma: 



« 2Ä:vA,:( — I 

D'altra parte, dalla forma quadratica (6) si ricavano le espressioni: 

iva,x.)=-f(i-**)+-2-(i-/), 
— Vfe, Z,)=px-\-qy. 
Gò posto, dalle (12) à ba: 

\ dx * «^ 2Äf^Ar-l a* * 

(14) < , 

\ a> * '* 2Äf/A.;^ — I dy ' 

ed ì secondi membri di queste, mediante le (7') e (13), si esprimono 
fàcilmente nelle variabili x ed ^ ; imponendo allora la condizione : 






si ritrova dopo facili trasformazioni la (io). . . 

Su questa equazione si ricade altred, imponendo le condizioni : 

RmU. Cirt, MêUm, PsUrmo, t. XV (1901). — Sumpato il 17 gennajo 1901. i 
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dy\dx) dx\dy)-^' 



Passiamo quindi enunciare il teorema inverso: 

Se i è una solu:(ione ddVequa:^one differtn^iak (io), t secondi membri 
delle (12) saranno differeniiali esatti, e la superficie (Ç, u, Q avrà l'eie- 
mento lineare assegnato (iì). 

Questo risuluto fa dipendere b risoluzione del problema, che d 
siamo proposti, dall'integrazione della equazione diflferenziale (io). Essa 
i della forma studiau da Ampère, e noi eseguiremo eflfettivamente Tin- 
tc^raxione col metodo delle caratteristiche, che in questo caso riesce com- 
pletamente. 

Sn. 

tnteffmxUme delVequcuHone di Weingarten. 

6. I/cqua/.ionc (io) si può mettere sotto la forma più comoda: 

Dalla teoria delle equazioni differenziali di questa forma sappiamo *) 
che, se 

?(^> X^ hPf ?) = cost. 

è un integrale intermediario della nostra equazione, la funzione 

? = ?(^>>> lypy 9) 
deve soddisfare all'uno od all'altro dei sistemi di equazioni : 



0) 



F M-^ -h g^ 2V(i-\-xyypq-i df 2xq df _ 
.W dy^^dx. ii+xyy dp i-\-xydq~ * 



*) GomsAT, Êquatioiu aux dMvüs partUUu du suoni orirt, voL L 
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II 



(n) 



«.W -^^ -rP^—^^xydp (i -\-xyy dq ~°' 






2xq df 



•o; 



i-\-xydq 

ndle quali le variabili x, ^, ;(, />, q si rìgiurdino tutte come mdipendenti 
tra loro. 



7. Occupiamod dunque della integratone di questi sistemi, ed in 
primo lu<^o vediamo quanti integrali ammette ciascuno di essi. 

A quesU) scopo è necessario costruirci le risulunti Jacobiane. 

Per condurre in modo semplice questo calcolo cominceremo con 
notare le relazioni seguenti: 

' a r 2VR " |_ 2ypq 4yVR 

dxL(i + xyyi - (I + :cy)^ (i + xyy ' 

2^R "|_ 2Xpq 4^/^ 

)Ü~(I 



+ xyy\ (i + xy-)^R (I + *>)' ' 



(16) 



dylii 
à\ i)/R " |_ g 

d V 2VR • ]_/> 

àqUi-k-xyy\-YR' 
dx\i-\-xy) 



= S-(- 



•y)"(i + 



+ xjr7 dy\i+xyj (i^xyy 

ove à è posto 

R = (l-ì-xyypq-l. 

Consideriamo ora il sistema (I). Dalla seconda equazione si ha, te- 
nute presenti le (lé), 

àF, r 2ypq 4yf^R 1^y 2? ^? 



dF, 



-fc 



+*>)l^ 0+*>) 



Idi 



+ xyydq 



•Y.: 



= Y.. 



p dç 






2X 



dy , 
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dove Yi > Yi > Y3 > Y4 ^^^ espressioni formate colie derivate seconde 
della f. 

Moltiplicando la seconda per ^, la terza per "^ ^^ , b quarta 
per 7—T^ — ^ e sommando colla prima si ottiene: 

(17) ' '^ '^~L0+*>)' Ö+^Jd/» 

] [4x1/^ . 2g " lay a|^ ay 

( "■Lrr=F^"*"(r+^Ja?-f-(i+x>ya^-*''^» 

denotando con r una espressione formata colle derivate seconde della f . 
In modo analogo si ricava: 

(18) j ^^^''^^- L(i + *;')'^0 + *>)Üd? 

[ ■*■ [(»+*>)' (i+*:y)Üd/' (i+*^ya^+*' 

che può dedursi dalla precedente scambiando x con y^ p con jr, -(-f^ 
con — yR; T si cambia in sé stesso, come avviene in generale per i 
sbtemi di questo tipo. 

Dalle (17) e (18) si ha : 

cioè, la risultante Jacobiana del sistema (I) è appunto l'equazione: 

In modo analogo si trova, che la risultante Jacobiana del sistema 
(II) è la stessa (19). 

Posto, nei sistemi (I) e (II), ^ = o , essi diverranno Jacobiani] ed 

ammetteranno ciascuno due integrali distinti. 

8. Per la determinazione di questi integrali, prendiamo la prima equa- 
zione del sistema (I) e procuriamo di soddisfarla ponendo 9 funzione di 
Xy y Q p soltanto. 

Posto in essa 33l=:oe^ = o, siha: 
oz OQ 
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d<f 2yp g?^Q. 

dx 1 -^ xydp ' 

di quest'equaâone a derivate parmli lineare omogenea si trova facilmente 
Tintegrale 

^. = +xyyp. 

Esperimentiamo questa funzione sulla seconda equazione del si- 
stema (I). Troviamo: 

(20) F.(«.) = 2xp(i +xy) - 2VR, 

cioè quella seconda equazione non è soddisfatu per 9 = u, ; però la 
funzione 

data dalla (20) è un altro integrale della prima equazione, che esperi- 
menteremo sulla seconda. 

Estuiti i calcoli, otteniamo: 

(21) F,(0 = ? + />^--^^, 

doè la seconda equazione del sistema (T) non è soddisfatta per f = u,; 
però la funzione 

u, = j + px* p — 

3 1 I r i -{- xy 

è un altro int^ale della prima equazione. 

Esperimentando questo integrale u^ nella seconda equazione, trovia- 
mo che questa è identicamente soddisfatta. S^ue che la funzione u è 
un int^rale del sistema (I). 

Per determinare un secondo integrale potremo prender le mosse dalla 
seconda equazione del sistema (I) e da una funzione (f ài x, y q q sol- 
tanto ; analogamente operando per successive sostituzioni nella prima per- 
verremo alla funzione: 

che è un secondo integrale, e cosi Fintegrazione del sistema (I) è com- 
piuta. 

Un procedimento analogo conduce all'integrazione del sistema (II), 
però si può prevedere che i due integrali del sistema (II), si deducono 
da quelli del sistema (I) cambiando di segno il radicale. Li scriveremo 
senz'altro: 
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CoDOsdamo adunque per h nostra equazione (15) i due int^rali 
intermediarn di primo ordine: 



(m) 






essendo # e Y simboE di funzioni arfaitrarìe, e quindi possiamo enun- 
ciare il risultato seguente: 

Lt espressioni che si traggimo risohemào rispeUo a p e q le equa^çùmi 
dd sistema QS) sam> tali Ae pdx -j- qdj t un differenziale esalto, e la 
fuwfione 

Z. = f(pdx + qdy) 

soddisfa aWequa:;ione fondamentale (i 5). D'altra parte, colle dette espressioni 
di p e q la (7") e le (if) fanno conoscere in fun:;ione di x ed y le 

A.^, va, X.), va, K.), va, Z.). 

dopo di che le (12) definiscono per quadrature la pia generale superficie 
avente l'elemento lineare assegnato (fi). 

Questo teorema risolve evidentemente la questione in modo com- 
pleto. 

n procecUmento però che abbiamo indicato, per b osserva&one £sitta 
al n^ 2, non è adatto a fornire le superficie di rotazione ^ Ma le for- 
inole generali definitive che ne risultano e che daremo in sonito com- 
prendono, come vedremo, anche queste superficie. 



^ Che requaaoiie (bndamentak dd WsmGAETEM abbia rinoonvcmente d*eschi- 
^^ fa geneiak qmlciiiui ddle deformate di una data saper6de è stato rilevato da 
^ Hkssenbbrg nella Memoria: üihm' die InvariatUêm limsartr tmd qnaàraHschm H- 
**•» lM£$rmttalfarm$n, und ihre anwtndung auf du Dtformatiou dtr Flèchm [Acta 
****«ö»ailca, t XXm (1900), pp. 121-170]. 
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Sin. 

£0 superficie integrali delVequaHone di Weingarten 
riferite alle earatteristiche, 

9. n risultato stabilito nel n" precedente si può mettere sotto una 
forma diversa, mediante l'introduzione di due nuove variabili a e ß *). 
Porremo a tal fine: 

/ , ^ . 2xVR f s 



(22) 



^ + ^^*-r+^=''''(P)' 



nelle quali 9,, 4^,, f,, ^, sono simboli di funzioni arbitrarie. 

Ora risolveremo algebricamente il sistema (22) e ricaveremo x^y^pQq 
in funzione di oc e ß. Indi colla formola: 

K = f(pdx^qdy) 

potremo determinare la 7^ come funzione di a e ß, dopo di che ci sarà 
facile determinare le coordinate (Ç, yì, ^) della superficie come funzioni 
delle due nuove variabili a e ß. 

Dalla seconda e terza del sistema (22) si ricavano facilmente le 
equazioni: 

(34) 2/>+ 2^/ = ?, + +,. 

Analogamente, dalla prima e quarta à ha: 

(26) 2J + 2/>X* = 9. +«!',. 



*) GouitSAT, L c^ voL I, pag. 8i. 
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Inoltre, dalla (23) e 25 si ottìene: 

e la (23) liberau da fratto e da radicale divenu : 
(28) 16/(1 + xyypq - 16/ = (1 + xyY(ff, - +.)\ 
Al àstema (22) possiamo dunque sostittùre il sistenu : 
*(?,-+.)+>(?. -+0 = 0, 

, . , 2^ + 2?/ = ?, + +.. 

^^^ ^ 2? + 2/'** = ?. + +., 

16/(1 + xyypq ~ 16/ = (I + xyyof, - ^,y. 

IO. Per risolvere questo sistema procederemo nel modo s^uente. 
Dalia seconda e terza di queste equazioni licaviamo: 

( 2/» = ir^ [?,++. -/(?.++ j], 
(30) , ^ 

/ 2? = , _ . . [y. + i — **(?. + i)]; 

\ * * y 

sostituendo nella quarta, e poi eliminando )' colla prima, perveniamo alla 
equazione : 

( **(?.-'l'.y + 4**(9.-'l'.)'[4-(?. + 'l'.)(?. + +J] 

\ +2*«[2(?. + i)*(?.-Ìy + 2(?,-'|'.)'(?. + tJ,J» 

( +4*'(?.-'l'.)'[4-(?. + 'l'.)(?. + U + (?.-'l'J* = o. 

È questa una equazione di ottavo grado in x, riducibile al quarto 
perchè contenente le sole potenze pari dell'incognita. Essa può risolversi 
facilmente spezzandola nel prodotto di due fattori biquadratici, come ri- 
sulta dal seguente procedimento. 

Tentiamo di porre il primo membro di essa sotto la forma: 

M?. -+.)'+ \^' + (?. - + J'] [**(?a - ir + V* + (?. - u] , 

essendo ^^ e X, due funzioni da sc^liersi opportunamente. 

Eseguendo il prodotto indicato, si trova che esso può identificarsi col 
primo membro della (3i)> ponendo: 

\\ = 4(?, + ire?. - ^y + 4(?. - ire?. + ^y 
+ 32(?. - +.)(?. - +0 - 4(?, - ^y(.9^ - ^y- 
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Le funzioiii \^ e \ sono dunque radici di una equazione di secondo 
gradOy che risoluta dà immediatamente: 

^^ ^ ( \ = 8-2(?. + 'l'.)(?. + 'l'.)-8t/(?.?,-i)('|'.'|'.-i). 

La funzione x delle variabili a e ß dovrà dunque determinarsi col- 
Tequazione : 

(33) ^(?. - i)' + ^*' + (?. - i)' = o. 
nella quale per X dovrà porsi o X,, o ^^. 

II. Qò posto, possiamo stabilire una formola semplice e fonda- 
mentale. 

L'ultima delle (29) si può scrivere: 

16(1 + xyypq = 16 + [(x + -i-)(?. -i)]', 

e in virtù della (27) : 

i6(i+x>)'i.î = i6 + [(ç.-i)*-?i^J. 
e ancora per là (33) : 

16(1 + xyypq = 16 - 2 (9, - ^.,)(9, - ^^J + ^; 
donde sostituendo per X un suo valore, si ha : 

(34) 4(i+^>'y/>y = 2 + ?,^/. + ?,4^,±|^4(?.?a— OCi'l'a— 0- 
A questo punto introduciamo per comodità di calcolo una funzione 

Çj della sola a ed una funzione 4^, della sola ß, definite dalle formole: 

(35) ?; =.2(?.?, — l), Y, = ^i^^^^ - 0> 

e mediante queste la (34) si può scrivere : 

(36) 4(1 + xyypq = 2 + ?,i 4- ^,^, + ^^^^ = 4<^- 
Questa è la formola fondamentale che si trattava di stabilire; essa 

ha un significato geometrico importante. 

Invero, calcolando la curvatura della forma quadratica (B), trove- 
remo facilmente che essa si esprime colla formola 

a* ' 
denotando quindi con r, ed r, i raggi principali di curvatura della su- 
perficie (e, T), Ç), scriveremo la (36) sotto la forma: 

(37) 4 ^V^^ = ^ + 9A. + ?t+, + ?5+3 • 

Kmi, Cirt, Matern. PaUrmo, u XV (1901). — Stampato il 19 gennajo 1901. 3 
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Ed ora, combinando le (23) e (25) con h (27), otterremo le 
equazioni: 

die risolute dinno: 

:r (?.-« = - 21^ Tn* + (?,- '!'.)(?. -W; 

e queste, osservando che si ha 

4 * = 9.^. + ?,^. + 9,^, — 2 , 
e tenendo conto ddle (35), si scrìveranno più semplicemente: 

( '(?,-'!'.)= 2 l^ + i^(?, + +,), 
(39) ^\ 

Inoltre, dalb (23) s^;ue facilmente: 

' I + xjr 2 ^^* . 1/ I ' » 

donde, per b prima ddle (39), si ha 

12. Veniamo adesso alla determinazione della funaone ^ delle va- 
riabili X e ^. 

Derivando le (38) rispetto ad x, 9 ricava: 

ovvero, per le (39), 



(40 
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Moltiplicando la prima per j>, la seconda per • q^ e somnwido, te- 
nendo presentì le (29), si ha: 

ed avendosi dalle (22) 

(42) px'J^qy = -^(X^^^ — ?.Ì) > 
scriveremo in fine: 

In modo analogo si trova: 

Le formole (43) e (44) danno per quadrature la più generale fun- 
zione x^ delle variabili a e [^; quindi l'integrale generale dell'equazione di 
Ampère (15) può presentarsi sono forma completa: 

nell'ultìma delle quali siano poste per le derivate della :^ le espressioni 

(43) e (44)- 

S IV. 

Le déformais del partMboloide di rotaxiane 
riferite alle assintotiche. 

15. Per la determinazione delle funzioni Ì, y), 2[ delle variabili a e ß 
cominceremo con stabilire alcune formple importanti. 
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Sostituendo neUa prima delle (13) per /> e jr le espressioni (30) 
si ha: 

vfcx.)= ^(^^^^)(,_^^) {(y. + i + y^+i'JO-h*^)' 

e tenendo presente la (40) scrìveremo: 

Ma dalle (23) e (25) si ricavano le formole: 

jrr^' = ~^ ^^^' ~ ^^^ " ^^' ~ ^'^^'^' ~~ ^^^ ' 
a +ty)' = 7^ Ky, - ^y - (y. - ^>.)(?. - ^J]. 

donde segue facilmente: 

= -^(?.'{'. — ?.'{',)(?. + '!'. — ?, — "l'J; 

e sostituendo nella (46) avremo: 



vfc» ^.) _ 



(47) 



Ì^A ' "/i(<p,Vi,)L''"*"''''"^^'"^'''' 



—-^ (?.'!', — y.'i'JC?, + i — ?, — +,)]. 

In modo del tutto analogo si ricava : 

(48) i'"T;^"t^W+Ì)^~*'"^'"^*' 

Inoltre, dalla terza delle (i 3), tenendo presente la (42), si ba : 
(49) V (^, 2.) = -^ (?.'!'. — ?, +0 . 
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14. Siamo ora al caso di determinare con facilità le superficie ri- 
chieste. 

Dalle formole (12) si ha immediatamente: 

d:C k i'\'Xy' da ik^R 

La prima di queste, per le (23) e (25), si scriverà: 

(50) *|| = -f(?.+'i'.-?.-'i'j, 

e la seconda, per la (47), 

(5O { 2/2(9, + +,)L 



Dall'altra parte, dalla (36) si ricava: 
DaUe (50), (43), (51), (52) segue: 



O2) 4^=?'t^, + 9'A^ + 9'y^t' 



Aggiungendo al secondo membro la quantità identicamente nulla 

8/1(9, -n<,) ^^' + '''' + "p* + ^^^^^'^^ -?:?.- ?.?o » 

e riduceado, si ha : 

^l!= 8/I(9,+^,,) ^^»^^>+^^>^^'+'^'+^-+^'> 

ed avendosi, dalle (35), 2 (9, 9, — <J», <J»,) = 9 j — <J»| , scriveremo definitì- 
vamente : 

8Äf^|| = 9;(9. + +. + 9, + <l,J-(9,-<l.,)(9; + 90. 
In modo analogo si trova: 

8*/i-|| = +;(9. + <|;. + 9. + <|.J + (9,-<l.,)(+; + 4'0. 
Per la determinatone della t) terremo lo stesso procedimento. 



at p. CAI.APSO. 

Dalle fonnole (12) si ha: 

dn_ VR , x — y di)_ vfe> ^d 

La prima di queste per le (23) e (25) si scriverà: 

(53) *i|^ = --^(?.-4'. + ?a-W 

e la seconda, per la (48) , 
donde 

-(?.'-+.+?.-'i'j[?;(?.+'i'.)-?:(?.+w]i- 

Aggiungendo al secondo membro la quantità identicamente nulla 

ed operando come per la Ç, si ricava : 
In modo analogo si trova: 

8 *,Yr|| = f,(9. - ^. - ?. + 4-,) - (?, - 'l'^cf. - -I'D. 

Finalmente per la determinatone della ^ si hanno le fonnole: 
che, in virtù delle (40) e (49), si scriveranno come segue : 
Da queste, operando come precedentemente, si ricava: 

8*|^=?;(?.+'i'0-?;(?.+4'.). 
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Riuniremo in unico quadro le forinole che risolvono completamente 
il problema: 

8**^||=?;(?.+'i'.+9,+4',)-(?,-'i',)(?;+?;), 

8*i/ï||=f,(?.+<l..+9.+«|.j+(9,-4'3)('i';+<i';), 

(50 I I" 

8*|^=?x?.+'i'0-?;(?,+'i'.), 
8*|^=4';(?.+'i'.)-'i';(?.+'i'j- 

Vediamo ora in che modo debbano assumersi le funzioni 9^ e ^^ per 
ottenere dalle formole precedenti una superficie reale. 

Sia ^, Tì, una superficie reale ; ogni punto reale di essa ha per 
immagine sferica un punto reale della sfera. 

Le coordinate (X, , Y^ , Z,) del punto rappresentativo (n** 5) sono 
dunque reali e, perchè ciò avvenga, è necessario che x ed ^ assumano 
valori complessi coniugati. Posto quindi xt=zu-^iVf y = u — iv, le coor- 
dinate curvilinee u = cost, v = cost sono reali. 

D'altra parte, essendo reali le coordinate primitive ;(= cost, <j = cost., 
:^ è funzione reale delle variabili u e t;, e si ha : 

dz • -Bz dz -Bz 

^ du ^ dv '^ du av 

cioè p G q sono ancor essi immaginari coniugati. Inoltre ^R = Y e — i 
è reale (n^ i). 

Per conseguenza i primi membri delle prime due equazioni (22) 
risultano immaginari coniugati, ed allora supposto che ç (a) sia funzione 
monogena della variabile complessa a=:fi^ -j~^^i> ^ precisamente 

(p(a) = f,(u,, v,) + iF,(i*,, v,), 

donde risulta che ^(ß) è funzione della variabile coniugata u^ — iv^ e 
quindi si può assumere ß=^f«, — fi;,* 
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Allo stesso risultato si giunge esaminando la terza e quarta delle 
equazioni (22). 

Dopo di dò le (35) mostrano che f | e ^^ sono immaginari coniu- 
giti, e la (40) mostra che la somma ?, + 4^, è reale ; per cons^uenza 
ancora 9^ e ^^ sono immaginari coniugati. 

Inversamente è chiaro che, scelte a questo modo le funzioni ^. e ^., 
le (56) dinno una superficie reale; invero, le espresàoni (50), (51), (53), 

(54). (55) <li 

dÇ dÇ dii du dÇ dÇ 

d^ ' da' d^' 5ï' d^* d« 

risulteranno in tal caso realL 

1 5. Infine cambieremo la notazione, introducendo le funâoni : 

(57) I «. = ('.(«) + ^œ. 

ove si è posto : 

Tenuto conto delle (35), si riconosceranno le relazioni : 

K + K + K = ^i. 



(58) 

In questo modo le (56) si scriveranno : 

<") i -/[(».|f-«.|?)^-(-.l?'-".li-')^4 
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e la (37) diventerà: 

Inoltre le (59), ove si pongano in esse per w^, w^, w^ le espres- 
àoni (57), dopo semplificazione, diventano : 

Enunderemo quindi il risultato seguente dovuto al Darboux : 
La più generale superficie applicabile sul paraboloide di roUiz}one 

i rappreseniaia dalle tqua:^ioni (60), nelle quali (^, , pt^ , pt^ sono tre fun- 
[ioni qualunque di una variabile a, e v^, v^, v^ sono tre funzioni qualun- 
que di una variabile ? ; purché però le funzioni p-i e k funzioni v . verifi- 
chino le due relazioni (58); 

Osserviamo da ultimo che dalla forma delle (59) risulta immedia- 
tamente che sulla superficie (Ç, », C) le liilee « = cost., ß = cost, sono 
le assintotiche ; invero *) a>, , o»^, ìù^ sono soluzioni della equazione di 

Laplace: 

d*iù _ 

docdP ~^' 
dò è d'accordo colla proprietà generale, osservata da Weingarten, che 
sopra ogni superfide applicabile sopra una superfide assegnata S le linee 
assmtotiche sono le caratteristiche della equazione a derivate parziali fon- 
damentale da cui dipende la deformazione di 5. 

SV. 

Alcune äuperflcte particolari. 

16. Poniamo nelle (56): 



^ BiAMctìi» L e., pag. 1I9. 

Xm^ Cir«. MtfliM. PuUrmê, e XV (1901). — StMipâto il 19 gennajo 1901. 
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in cui c ed a> soao cosunti arbitrarie reali, e di cons^uenza per le (35) : 
In tal caso si trovano le fonnole s^uentì: 

-lM_i = « _ p -|_ _L(i + e»«»*-) _^(i _{. e'«-'-), 

-i*^ = oc + p _ _L(i 4- c»e'*^ - 4- (i + '^*«-'*0 . 
esenta ' «^' ^ p 

8*C=j4(l + 2C*C0S2tó + C«) — «p 

— 2(1 -f- e* cosa«) log(aß) — 2c*»sen 2« log (-ö-)- 

Volendo superfide reali riferite a coordinate curvilinee reali, secondo 
quanto si è detto al n° 14 facciamo la trasformazione : 

« = ««'•, ^ = ae-"ì 
otteniamo: 

2H 



(61) 



csen 6> 
e sen 



= L— -^jsent; + -^sen(2« — v), 
- = i u 1 cos t; cos (2 Û) — v) , 



8iÇ =-^-(1 -}- 2C*C0S 2(ù -|- O — tt' 



— 4(1 + e* cos 2tó)logtt 4" 4C*sen iìù.v. 

Le superficie rappresentate da queste equazioni sono evidentemente 
elicoidi, di cui le linee u = cost, sono le eliche, che hanno per asse 
Tasse Ç. 

Se in particolare si pone co = — , le precedenti diventano: 
/ — ^ = |tt Isenv, 

(62) ; — y\ = lu 1 icosv, 

( 8K = -^(i-c7-u'-4(i-01ogfi, 

e rappresentano la più generale superficie di rotazione della nostra classe. 
Più particolarmente ancora, posto nelle (62) e = i, si ha il para- 
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boloide : 

Le superficie (6i) e (62) si possono ottenere altresì con i metodi 
speciali che insegnano a determinare tutte le elicoidi e tutte le superficie 
di rotazione aventi un dato elemento lineare *). 

17. Un altro caso di particolare interesse si ha ponendo nelle (56): 

?. = -^0+O, 'l'. = -^(i + P'), ?, = 4'. = m, 
in cui m è una costante arbitraria reale, e di conseguenza per le (35) : 

m questo modo si trovano le formole seguenti : 

24*mÇ = 6(1 + mO(« + ß) + 3«K« + W" «^ - PS 
l^kmiri = — (a — py , 
8 km'K = - (i + m')(oL' + ß*) — a'p\ 

Volendo superficie reali riferite a coordinate curvilinee reali, per 
quanto si è detto al n^ 14, facciamo la trasformazione: 

a = tt 4" *^ > ß = w — iv 
e, posto m^ -{- i = Uy otteniamo : 



6kVa — i.l = u^ + )u(y' + a), 
ék^a — I.YÏ = 2V^ , 

Sk(a - i)X = — [tt^ + 2u\v' + fl) + x;^ — lav'] . 
Infine, posto 
x= 6kya — I.Ç, y = 6i|^fl — i.n, :( = — 6*l^x — i.Ç , 
avremo b superficie omotetica rappresentata dalle equazioni seguenti: 

(65) > = ^*''. 

\ ^Va — i 

Questa singolare superficie applicabile sul paraboloide di rotazione & 



*) BiAMcm, L e, pag. 189 e pag. 193. 
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algebrica e razionale, e noi chiuderemo questo lavoro Scendo uno studio 
delle proprìeti fondamentali di essa. 

i8. Equazione luogo. — Ordine della superficie. 
Per avere l'equazione luogo di questa superficie occorre eliminare 
fra le (63) le variabili u e v; a questo scopo procederemo cosi: 
Lai terza delle (63) si può scrìvere: 

inoltre dalle (63) si ha : 

Fra queste eliminando la n si ottiene: 

|x'+/+4fl'-(.;»+fl)(4»^ï=:i.;C+3a*)r=[-^t^^=ï.^-f«*+4«^]', 
la quale, tenendo presente che si ha ^ = 2v', à può scrìvere: 

(64) Av*-{-Bv'-{-C = o, 

in cui si è posto 

^ = (4i/^^r7.;;- 4- 3 a»)(4yj:=ri.;c - 13 A 

C = (x* + >* — 4 flf^ä^^.^ + a')* — 16 a'/ 

-^(4f'i"=7.^+3«0'. 

III ultimo, cliininando la v tra la (64) e la seconda delle (63) si 

ottiene : 

(66) /• = /(^'/ - 12 ^5 C + 4 5^) + 16 C^ = o, 

che ù Tcquazionc luogo della superficie. Essa è di 12** grado, e rappre- 
senta quindi una superficie del 12° ordine. 

19. Rappresenta:^ione fiana della superficie. 

Interpretando le variabili u t v come coordinate di un punto nel 
piano cartesiano, le formole (63) fanno corrispondere in generale ad 
ogni punto del piano uno ed un solo punto della superficie, ed inversa- 
mente, come puossi facilmente verificare. 

Le curve immagini delle sezioni piane della superficie sono del 
quarto ordine, passano semplicemente per i punti ciclici del piano rap- 



(<i5) 
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presentatìvo, che denoteremo con C, ^ (i, i, o) e C, ^ (i, — t, o), 
ed hanno ivi un contatto di primo ordine tra loro e colla retta all'in- 
finito. 

Quindi due curve immagini di due sezioni piane qualuncjue hanno 
12 intersesdoni mobili e ciò conferma che la superficie è del 12^ ordine. 

20. Sei^ont della superficie col piano alFinfinito. 

Dall'esame della (66) risulta che la sezione della superficie col piano 
all^finito è costituita dalle reue all'infinito dei due piani: 

x + iy = o, x — iy = o, 

che denoteremo rispettivamente con r^ ed r,, ciascuna contata 6 volte. 

Queste due rette ed il loro punto d'incontro (punto all'infinito sul- 
l'asse :() fanno eccezione alla legge di corrispondenza sopra stabilita; 
invero un punto qualunque della r, ha per immagine il punto C, ed un 
punto qualunque della retta r^ ha per immagine il punto C^ , inoltre al 
punto d'incontro di queste due rette r, ed r, corrisponde un punto qua- 
lunque della retta C^C^. 

Lai moltiplidti delle due rette r, , r, si pviò ^bilire ragionando come 
segat. 

Per una di esse, ad es. per la r^ , conduciamo un piano arbitrario, 
che taglierà la superficie secondo questa retta contata un certo numero 
di volte ed una curva residua. L'immagine di questa si scinde nella retta 
C, C, ed in una curva del terzo ordine, la quale, come puossi facilmente 
verificare, è dotata di punto doppio nel punto C, , ove non tocca la retta 
all'infinito, e non passa pel punto C,. Questa curva del 3** ordine ha 
quindi io intersezioni mobili con la curva immagine della sezione piana 
generica, e ciò mostra che la retta r, è retta doppia della superficie. Lo 
stesso si conclude per la retta r^. 

Però è da osservare che il piano all'infinito tocca la superficie lungo 
queste due rette secondo un contatto d'ordine superiore, il che mostra 
che le due rette r, ed r^ sono singolarità superiori della superficie. 

21. Equazione inviluppo. — Classe della superficie. 

Le coordinate del piano tangente si f^ossc^o determinare calcolando 

dF dF dF dF 



(67) 



^x' dy' JZ' àt 
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dalla (66), dopo averla ridotta a forma omogenea ; indi le (67) possono 
esprìmersi nelle variabili 11 e v col porre f = i e col sostituire per x, ^ 
e ;;^ le espressioni (63) ; cod operando si trova : 

§y = 4«*t;.e(ii, v), 

||: = _2(a*-t;* + a).e(ii,v), 

^ = — 41^ a — I.«. 6(1», v). 

If = - ^K»* + ^T + 6««' + aann«» v), 

ncUc quali 0(tf, t;) è un polinomio di cui occorrerà più tardi l'espres- 
sione. 

Si vede intanto che conviene assumere come coordinate del piano 
tangente le 

t:/, = — 2(tt* — 'I'* + a) , 



w^ = — 4l^a — i.v, 

t:/^ = — t;[(w* + vy + 6äii* + 2äv*J. 

Da queste formole può facilmente ricavarsi l'equazione inviluppo. 
Invero da esse si traggono le relazioni: 

{a - i)w\ + v'w\ + aw] = i6(a — i)(tt* + v* + a^v" , 



4^^^— i.u'J«;^— 4/ï(a— i)tt;Ju/| + j'tt;J = [i6(a — i)(ii* + t;'-|-fl)v*]% 
4t^;t.^[(a-i)K + u;;) + au;;] = [i6(a-i)(a« + t;^ + ^)t;'J\ 

lìliminaiido la m fra la prima e la seconda si ha: 
4 /a — I . tt']u'^ — 4a(a — i )t^Ji^| + a*tt/^ = [(^ — i )«^ + v*«') + «0;^]' ; 
eliminando la u fra la seconda e la terza: 

4 fa^'i . i^|t^^— 4a(a— I )w]w]-\-a*w^^ = 4 u;y[(a— i X^Î+«*'D+^«'Î] • 
Infine, eliminando la t; fra queste due ultime si ottiene: 
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che è l'equaziooe inviluppo della superficie^ e mostra che questa è del- 
l'ottava classe. 



22. Linee multiple. 

Oltre le due rette all'infinito la superficie possiede altre linee mul- 
tiple; l'equazione complessiva delle immagini è manifestamente: 

6(tt, v) = o. 

Nel n° precedente non abbiamo riportato il calcolo faticoso che 
conduce alla espressione definitiva del polinomio 6(1*, v); eseguiti gli 
sviluppi si trova appunto che esso si scinde nei fattori: 






e 

0; 

e; 

e: 



= 432^;^ 



= {v + iu^V^)\ 
= {v-iu + V^\ 
= {v + iu — V^\ 
= (v-iu-VP)\ 

j= 2 tu' + (3 + I2e)tt^t;* + (6 + i8e)uV + (3 + 8e)v^ 
+ a[iotu^ + (6 + 32e)u*t;' — (6 + 2e)t;*] 
+ fl'[i4eu' — (i3-4e)t;'] 

in cui e è o Tuna o l'altra delle radici cubiche complesse dell'unità. 

Eguagliando a zero ciascuno dei polinomi 0. si hanno le equazioni 
separate delle immagini delle linee multiple. 

Applicando i noti criteri si perviene alle seguenti conclusioni: 

La retta 0, = o è l'immagine di una linea cuspidale ordinaria del 
4® ordine, che giace nel piano y = o. 

Lai conica 0^ = o è l'immagine di una linea doppia ordinaria del 
4** ordine, che giace nel piano x = o. 

n circolo 6^ = o è l'immagine di una linea cuspidale ordinaria del 
6® ordine. 

Le rette 6^ = 0, 6^ = o, 6^ = 0, 6^ = 0, sono immagini di quattro 
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reac .triple ordinane della superficie, che giacciono nel piano 
4fa — i.:C+ 3Ä* = o. 

Infine le curve 6^ = 0, 6^ = sono rispettivamente jiìimagini di 
due linee doppie ordinarie del lo^ ordine. 

L'abhassamento del genere della sezione piana generica della super- 
fide dovuto a queste singolarità è manifestamente 46; però la sezione 
piana della superficie è, come vedesi dalla rappresentazione, di genere tre. 
La ragione di questo fatto sta nelle singolarità superiori che la superficie 
pOMiede all'infinito, cioè nelle rette r, ed r^, ciascuna delle quali abbassa 
di tre unità il genere della sezione piana generica. 

Pâknaot novembre 1900. 

P. Calapso. 



INTORNO AI PUNTI DOPPI IMPROPRI DI UNA SUPERFICIE 

GENERALE DELLO SPAZIO A QUATTRO DIMENSIONI, 

E A' SUOI PUNTI TRIPLI APPARENTL 

Nota di Francesco Severi, in Tonno. 



Adunanza del io marzo 1901. 



I. Nello spazio a quattro dimensioni 54 abbiasi una superficie F irri- 
ducibile, la quale si projetti da un punto sopra uno spazio (ora e nel 
seguito si sottintenda « ordinario »), in una superficie dotata di sole sin- 
golarità ordinarie (cioè una linea doppia con un numero finito di punti 
tripli). Diremo che F è una superficie generale dello spazio S^. 

È noto che F può pensarsi come projezione di una superficie 4> di 
uno spazio S^ (r > 4), di ordine abbastanza grande, priva di punti mul- 
tipli, la projezione essendo fatta da un S^_^ generico, che, eventualmente, 
abbia comuni con 4> un certo numero di punti *). Al centro di projezione 
S^_j si appoggiano (fuori dei punti comuni ad esso e a 4>, se ve ne sono) 
alcune corde di 4> in numero finito; dimodoché, in corrispondenza, la 
superficie F avrà punti doppi. E per la definizione della F, questi punti 
doppi, quando si projetti la F sopra uno spazio, dovranno projettarsi in 
punti della linea doppia, esistente sopra la superficie projezione. Ne segue 
che una sezione spaziale di F per uno di quei punti doppi avrà il me- 
desimo genere che una sezione spaziale generica : per questa ragione chia- 
meremo punti doppi impropri ì punti doppi esistenti su F. Dunque : 



*) Cfr. Del Pezzo, Estensione di un teorema di Nöther. [Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, L II (1888), pp. 139-144]. Cfr. pure: Segre, Sulla scom- 
posizione dei punti singolari delle superficie algebriche [Annali di Matematica pura ed 
applicata, serie II, t. XXV (1896)], n» 26 e segg. ; Levi Beppo, Risoluzione delle 
singolarità puntuali delle superficie algebriche [Atti della R. Accademia di Torino, 
t XXXIII (1897)]. 

Rmi. Cirt. Mmiem, PaUrme, t. XV (1901). — Stampato il i» aprile 1901. $ 
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Una superficie generale dello spazio S^ ammeiU un numero finito di 
punii doppi impropri *). 

2. Sorge anzitutto il problema di determinare quanti sono questi 
punti doppi impropri. 

Diciamo n Tordine di F, ä il rango di una sua sezione spaziale, ; il 
numero delle tangenti (o dei piani tangenti) di F per un dato punto ge- 
nerico O9 ^ il numero incognito dei punti doppi di F. 

n cono r delle corde di F per 0, seca la superficie in una curva y 
di ordine «(« — i) — a (come rilevasi secando con uno spazio per O), 
la quale possiede d nodi nei punti doppi impropri di F, ed ha ; delle 
sue tangenti passanti pel punto 0. Su questa curva le generatrici di F se- 
gnano un'involuzione quadratica. Orbene, assunto un piano tZy accoppiamo 
due spazi S, V del fascio (tc) quando projettano due punti accoppiati 
in quest'involuzione. Si avrà nel fascio (w) una corrispondenza involuto- 
ria, il cui indice si ottiene cercando il numero delle generatrici di T ap- 
poggiate ad una sezione spaziale di F, ed è quindi espresso dall'ordine di y. 

Le coincidenze delb corrispondenza hanno luogo : 

1° Negli spazi di (tt) ognuno dei quali contiene il punto di contatto 
di una tangente di F per 0, da contarsi ciascuno una volta. 

2° Negli -7-^('' — r^ ^P^^^ ^ C'^) ^^^ contengono ciascuno 

una generatrice del cono T, da contarsi ognuno due volte. 

3° Negli spazi di (tt) che projettano i d punti doppi di F, da con- 
tarsi ciascuno due volte. 

Quindi avremo la relazione : 

2d -{- j = n(n — i) — a y 



•) Al n° 8 della « Introduzione aììa geometria sopra le superficie aìgebrichc » [Me- 
morie della Società dei XL, serie III, t. X (1896)], il prof. Enriciues ha introdotto 
le denominazioni di curve fondatnentali proprie e improprie rispetto ad un s'istema li- 
neare di curve tracciate sopra una superfìcie algebrica. Una curva fondamentale dicesi 
propria o impropria secondochè il sistema residuo di essa rispetto al sistema dato è di 
genere minore oppure uguale al genere del sistema medesimo. E il prof. Enriques 
comprende nella denominazione di curve fondamentali anche i punti dell'ente algebrico, 
che non siano base per il sistenu che si considera. Seguendo questa terminologìa i punti 
doppi della nostra F sarebbero curve fondamentali improprie, rispetto al sisteraii delle 
sezioni spanali di F. Noi abbiamo preferito, mantenendo l'attributo « improprio », di 
adottare la denominazione del testo, giacché d vogliamo occupare dei punti doppi di F 
iti punto di vista projettivo. 
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donde : 

(I) d = ^„(„_,)_^fl_J.y*). 

3. Se projettiamo F sopra uno spazio otteniamo ivi una superficie F' 
di ordine n, rango a, dotata di una linea doppia di ordine b e rango j, 
e sulla linea doppia si troveranno t punti tripli che provengono dalle tri- 
secanti di f per il centro di projezione (J>unti tripli apparenti di F) e; 
punti cuspidali (pinch-pointSy secondo la denominazione primitiva di Cayley), 
nelle traccie sopra F' delle tangenti di F passanti per il centro di pro- 
iezione. 

Introduciamo ancora b classe p della sviluppabile dei piani tangenti 
alla superficie projezione nei punti della sua linea doppia, il numero k 
delle generatrici stazionarie del cono circoscritto alla F' da un punto del 
suo spazio, e la classe n' di F', la quale uguaglia il numero degli spazi 
di un fascio, che sono tangenti ad F. 

I numeri definiti son legati dalle relazioni: 

fl(«— 2) = x + p, 
t(„_2) = p+3/, 

2 p — 2 j = /, 

n(fi— i) = fl-}- 2t **). 



•) Per una rigata a = 2 (« -f- ^ — ' )» ^^ ^ ^ ^^ genere delle sue sezioni spa- 
ziali; ed /=:2(»-f-2^ — 2) (Cfr. LùROTH, Zur ThcorU der windschUfcn Flàchàti, 
CrcUe, LXVII, pag. 139; vedi pure: Schubert, Bemerkung m éUr Bestimmung der 
Anzahl der Torsallinien, etc., Math. Ann., XVII). Quindi la formola (i) del testo dà: 



^=CtO-"- 



Cfr. Tantürri, Un problema di geometria numerativa, etc. [Atti dell' Acc. di Torino, 
t XXXV (1900)]. 

**) Cfr. Salmon-Fiedler, Anal, Geom, d, Raumes (t. II, pagg. 650 e 675 della 3* ed.). 
Cfr. pure : Zeuthen, Révision et extension des formules nwnèriques de la théorie des sur" 
faces réciproques [Mathetiia tische Annalen, t. X (1876)]. Abbiamo usato le medesime 
notazioni adottate da questi Autori, perchè sia immediato il raffronto. Le relazioni dd 
testo discendono da quelle contenute p. e. nella Memoria di Zeuthen, uguagliando t 
zero quelle singolarità, che, nelle nostre ipotesi, debbono riguardarsi legìttimamente oome 
straordinarie. 
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Eliminando fra le prinìe tre e Tultima ^^ p, x si otdene: 
; = t[^(3 n — 4)-n(n— i)(n — 2) + 6/ — 2 «']; 
e, dopo, per mezzo della quarta si rileva : 

ì = ìris w(« - i)(« — 2) — (7« — i2)a — 30/ + 2«']. 
Onde : 

Una superficie di S^ , di ardine n, che ha il rango di una sua striane 
spaziale uguale ad a, che è dotata di t punti tripli apparenti, e tale che in 
un fascio di spa:^i ve ne sono n* ad essa tangenti^ si projetia in uno 
spazio 5, suotido una superficie dotata di una linea doppia dell'ardine 
-j- n(« — i) j-a e di rango : 

-r[5 «(« — 0(« — 2) — (7 « - i2)a — 30/ + 2 «'], 
e in questa linea si trovano : 

t[^(3 « - 4) - <n - i)(fi - 2) + 6/ - 211'] 
punti cuspidali *). 

4. Per mezzo delle formole del n® precedente, sostituendo nella (i) 
del n® 2, si ottiene : 

d = -L[n(,t — i)(« + 2)— ina — 6/ + 211']. 

Sorge ora spontanea questa domanda : Il carattere / che comparisce 
nelle espressioni di ; e di q^ e, conseguentemente, nella espressione di d^ 
è veramente essenziale, oppure si possono quelle formole trasfonnare in 
altre che esprimano ;, q^ d in funzione soltanto di w, a, n'ì 

Perchè ciò fosse bisognerebbe che per una superficie F' dello S , 
dotata di sole singolarità ordinarie, il numero t si potesse esprìmere in 
funzione di «, <ï, n\ Sj una tale espressione di / esistesse essa dovrebbe 
soddisfare a queste due condizioni : 

I** Per una superficie spezzata in una superficie d'ordine n, rango a, 
classe «', e in un'altra superficie d'ordine «j, rango fl, , classe nj, essa 
funzione dovrebbe essere uguale alla somma del numero dei punti tripli 



*) Le formole che a questo proposito si trovano al n^ 8 dei frammento postumo 
del Caporali « Sullo spaiio ài quattro dimensioni » (Memorie di Geometrìa. Pelle- 
rano, 1888), non sono giuste. .E si capisce che il Caporau dedusse quelle formole 
dalle relazioni da noi riportate nel testo, nell'ipotesi che/ fosse nullo; ipotesi che non 
è legittima per una superficie immersa nello S, . 
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della prima superfìcie^ col numero dei punti tripli deUa seconda, e coi 
numeri che esprimono quanti sono i punti comuni alla curva doppia di 
una delle due superficie e all'altra. 

2® Per le superficie generali nel loro ordine essa dovrebbe annullarsi 
La prima condizione si traduce in un'equazione funzionale a cui do- 
vrebbe soddisfare quell'espressione di /, e, dopo aver integrato quest'equa- 
zione *), la 2* condizione ci permetterebbe di determinare le 3 costanti 
che compajono nell'integrale. 

Ebbene, cosi operando si trova la funzione: 

-r«(«-0(«-2)--f«(3«-4) + f«'' 

la quale non può essere uguale al numero /, perchè, come rilevasi dalle 
formole del n** 3, bisognerebbe fosse ; = o. 

Dunque i numeri n, a, n\ t sono tutti essenziali per caratterizzare 
una superficie generale dello spazio 5^. 

5. Poiché i punti doppi impropri di F allorquando si projetta F so- 
pra uno spazio, si projettano in punti della linea doppia deUa superficie 
projezione, saranno hìplanaru Noi diremo che un punto doppio impro- 
prio di F è di prima specie quando i due piani tangenti ad F in esso punto 
non giacciono in un S^ ; e diremo invece che è di seconda specie quando 
i due piani tangenti in esso giacciono in un S^ . 

Esistono efiettivamente punti doppi impropri delle due specie. Sup- 
poniamo p. e. che la superficie F" non sia normale nello spazio S^, ossia 
che esista nello spazio S^ una superficie 4>* di cui f" è projezione. Un 
ptmto doppio D di F proviene da due punti semplici D, e Z), di 4> alli- 
neati col centro di projezione : i due piani tangenti ad F in D sono 
le projezioni dei piani tangenti a 4» in Z), e Z), e secondochè i piani tan- 
genti ad F in Z) hanno un punto od una retta comune, i due S^ che 
da O projettano i piani tangenti a 4» in Z), e Z), avranno una retta od 
un piano comune. In quest'ultimo caso i due 5^ son congiunti da un S^, 
il quale conterrà i due piani tangenti a 4> in Z), e Z), ; e dunque que- 
sti due piani avranno un punto comune. Ora, all'infuori della superficie 
da Veronese, nello S^ non esiste una superficie i cui piani tangenti s'in- 



*) Per integrarla si potrà profittare del teorema da me dimostralo al n^ 21 della 
Memoria : Sopra alcune singolarità delle curve di un iperspai^io [Memorie della R. Ac- 
cademia di Torino» t LI! (1901)]. 
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contrìno a due a due *), e quindi per un punto generico delio spazio non 
passano corde di una superfìcie ^ dello 5^ , tali che i due piani tangenti 
nei punti d'appoggio s'incontrino (e questo lo si può affermare anche 
senza escludere la superfìcie del Veronese, giacché per un punto generico 
dello Sj non passano corde di essa). Ne viene che se F è projezione gene- 
rica di ^y i suoi punti doppi impropri saranno tutti di prima spede; mentre 
se il centro di projezione giace su una corda di ^ tale che i due piani 
tangenti nei punti d'appoggio s'incontrino (e di tali corde ne esistono 
per una superficie dello S^), F avrà in corrispondenza un punto doppio 
improprio di 2* specie. 

Ma il ragionamento precedente prova (ahneno per le superficie che 
non sono normali nello S^) che : 

Una superficie generale dello S^ la quale possegga punti doppi impro- 
prt di 2* spuie si può sempre trasformare hiunivoc amente in un'altra su- 
perficie dello S^ con soli punti doppi di i* spuie, la quale abbia gli stessi 
caratteri «, fl, n\ /, che competono alla superficie primitiva. 

6. Uno spazio generico passante per uno dei piani tangenti ad F* 
in un punto doppio improprio P taglia la superficie secondo una curva / 
con un punto triplo in P: dei tre rami lineari di questa curva uscenti 
da P, due toccano il piano tangente a F" per il quale â è condotto lo 
spazio secante, e l'altro ramo tocca l'altro piano tangente a F" in P. Quindi 
un altro S^ generico condotto per lo stesso piano tangente, toccherà due 
rami di / per P e passerà soltanto per l'origine dell'altro ramo, o lo 
toccherà, secondochè P è di i* o di 2* specie. Onde : 

Un piano tangente ad F* in un punto doppio improprio di i* spuie 
la sua ulteriormente in n — j punti; e un piano tangente in un punto doppio 
improprio di 2* specie, in n — 6 punti. 

7. Le considerazioni che svolgeremo in questo numero, stabiliranno 
una differenza essenziale fra i punti doppi impropri di una superfìcie F 
dello S (la cui sezione spaziale generica sia d'ordine n, rango fl, genere p) 
e i punti doppi propri^ eventualmente esistenti su essa, chiamando cosi quei 
punti doppi che nella projezione generica di F sopra uno spazio danno 
origine a punti doppi isolati. 



•) Cfr. Del Pezzo, Sulle superficie ài ordine n immerse nello spazio di fi -f- 1 
dimensioni [Rendiconti deU*Acc di Se Fisiche e Mat. di Napoli (Settembre i885)J. 
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Ë chiaro che una sezione spaziale generica di F per un punto dop- 
pio proprio ha il genere inferiore di un'unità al genere di una sezione 
spaziale generica, e viceversa se un punto doppio di F gode di questa 
proprietà, sarà un punto doppio proprio (e in ciò appunto sta la ragione 
di quest'ultimo attribuito. Vedi la nota alla fine del n° i). 

È appena necessario avvertire che una F dello S^ può effettivamente 
possedere punti doppi propri: cosi se F è completa intersezione di due 
forme che si tocchino in un punto, sarà questo un punto doppio proprio 
per la F. 

Sia P un punto doppio proprio della superfìcie F, che, secondo la 
nostra definizione, non sarà dunque una superficie generale dello 5^ . Da 
un punto generico dello spazio ambiente esce un cono di corde della P, 
il quale non contiene la retta OP. Per questo fatto la OP non potrà 
appartenere alla varietà delle oo^ corde di F ; né quindi potrà la congiun- 
gente di due punti di F, che si approssimano a P con una legge qual- 
siasi, tendere alla OP. 

Per una retta generica r dello S^ conduciamo uno spazio e diciamo / 
la sezione di F con esso. Ad r si appoggiano a [= 2 (» -}- p — i)] tan- 
genti di f, e SQ f viene a passare per P, e quindi il suo genere riducesi 
a /> — I, di tangenti propriamente dette alla r se ne appoggeranno sol- 
tanto a — 2 [== 2(n -^ p — 2)], appunto perchè dalla sviluppabile oscu- 
latrice di /, quando questa passa per P, si stacca, contato doppiamente, 
il fascio di rette avente per centro P e per sostegno il piano delle due 
tangenti ad / in P. Anzi, fra le rette che escono dal punto P, le sole, 
che appartengono alla varietà delle corde di /, sono le rette del fascio 
nominato [corde improprie di / *)] ; dimodoché nello S^ condotto per r 
noi troviamo una sola retta s appoggiata ad r, che possa riguardarsi come 
limite della congiungente due punti di F che si avvicinino con una legge 
conveniente a P. Al variare dello S^ attorno al piano Pr, se variasse 
la retta 5, é chiaro che varierebbe con continuità, e quando lo S^ avesse 
descritto il fascio, il punto d'appoggio di quella retta su r, avrebbe de- 
scritto la r stessa; e quindi per un punto generico di r, che é poi un 
punto generico dello 5^ , passerebbe sempre qualche retta secante la su- 
perficie F in due punti infinitamente vicini a P, il che, come abbiamo 



*) Cfr. Levi Beppo, Sulla varietà delle corde di una curva algebrica [Memorie 
della R. Accademia di Torino, sene II, tomo XLVIII (1898)]. 
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visto, non può accadere. Dunque h recti s che noi abbiamo ottenuta 
mediante un particolare S, per il piano Pr^ doo è affimo vincolata alla 
posizione di questo S^ nel £asdo (^Pr) ; ossia alla r si appoggia una sola 
retta uscente da P e appartenente alla varietà deOe corde di F. 

Ne discende che le rette che escono da P e appan.3igono alla va- 
rtctl suddetta, stanno in uno S^; e si noti che fra quelle rette si tro- 
vano pure le tangenti (effettive) della F nel punto doppio P. 

Se P anziché denotare un punto dop[MO proprio di Fy ne denota 
un punto doppio improprio, la retta OP, che congiunge Pcon un punto 
generico dello S^ , è il limite di qualche corda di F che varia con una 
imivcniente legge in guisa che i suoi punti d'appc^gio tendano entrambi 
a P, I)i fatti la sezione spaziale di F prodotta da uno S^ generico per 0, 

l^i^Mcdc I "" I — p corde pel punto 0, ma quando qudlo S^ si av- 
vitila con legge arbitraria al punto P, delle corde passanti per O una 
tende alla P, in modo che al limite vi sono soltanto ■ ■ — /> — i 

corde della eiezione, passanti per il punto O, aU'infuorì ddk OP stessa. 

(^includendo possiamo dire che: 

Da un punto doppio proprio di una superficie F dello 5^ escono solo oo* 
rfUf appartenenti alla varietà delle corde di F, e giacciono tutu in uno S^ , 
in cui è iintneno l'insieme delle tangenti a F in quel punto doppio (e que- 
sto intiftne sarà dunque un cono quadrico, eventualmente spe:^7^ató) ; mentre 
tutte le 00* rettf uscenti da un punto doppio improprio data F, appartengono 
alla varietà delle sue corde. 

Dà quanto precede risulu una nuova definizione dei punti doppi im- 
propri di una »u|)erficie F immersa nello S^. Si riuniscano a coppie in 
tutti i modi |)Ossibili i punti di F ; avremo cosi nello S^ una oo* di cop- 
pie di punti, la quale possiederà un numero finito di coincidente perfette 
o isolate *), tali cioè che ogni retta della iperstella avente per centro uno 
dei punti ove avviene una di queste coincidenze, sia una retta principale 
(che contiene due punti infinitamente prossimi della f). Ebbene, queste 
coincidenze perfette sono i punti doppi impropri della F. La superficie è 
luogo di coincidenze imperfette: le rette principali relative ad un punto 
generico di F sono le oo' tangenti ad essa in quel punto ; le rette prin* 



•) Cfr. Pieri, Formole di coincidenza per le serie algebriche oo» di coppie di punii 
dello s pallio a n dimensioni [Rend. Cire Matern. Palermo, t. V (1891)]. 
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dpali relative ad un punto doppio proprio, eventualmente esistente su F, 
sono le 00^ rette uscenti da' quel punto e giacenti nello S^ in cui è im- 
merso il cono quadrìco tangente ad F in esso. 

8. Se la superfìcie F è projezione di una superficie ^ dello stesso 
ordine, appartenente allo S^ , si può dire che il numero d dei punti doppi 
impropri di F esprìme il numero dei punti doppi apparenti di 4>. 

Nello Sj easte qualche superficie 4> che è priva di punti doppi appa- 
renti : p. e. la superficie del Veronese. Per un punto dello spazio non 
passa nessuna sua corda, perchè le corde di essa superficie sono distribuite 
sopra gli 00* piani delle sue coniche. Questo fatto non ha riscontro con 
un fatto analogo per le curve dello 5^ , giacché ivi non può immaginarsi 
un sistema oo' di rette, che non stiano tutte in un piano, senza che i 
punti di quelle rette riempiano lo spazio. 

Oltre alla superficie del Veronese, nello S^ , esistono altre superficie 
che siano prive di punti doppi apparenti.^ 

Sia ^ una tal superficie: denotiamo con Tla varietà delle sue oo^ 
corde, la quale, come luogo di punti, sarà almeno una Af^ , e se vogliamo 
che per un punto generico dello S^ non passi nessuna corda di 4» occor- 
rerà e basterà che la F sia, come luogo dì punti, al più una Af^. 

Se la r è una Af ^ , siccome per un punto di V giacere sopra una 
corda data di ^ è in tal caso condizione doppia, sarà pure condizione 
doppia per una corda di ^ passare per un punto dato di T, dimodoché per 
un tal punto passeranno oo' corde di 4». Sia f la curva sezione di 4> con 
an 5^ generico : per un punto di una corda di f passeranno oo' altre corde 
della 9 stessa, e quindi 9 sarà una curva piana. Ciò é assurdo, giacché 
si è supposto la ^ immersa nello S^ . Onde la V non può essere una M^ . 

Se la r è una Af ^ , per un punto di F giacere sopra una corda data 
di ^ è condizione tripla, e quindi é anche condizione tripla per una corda 
di ^ passare per un punto dato di V. Dunque per un punto di V pas- 
sano 00' corde della ^, e costituiscono un cono r. Seghiamo questo cono 
e ^ con un S^ passante per una generatrice di r ; la sezione 9 di do- 
vendo essere immersa in quello 5^ (perché altrimenti la 4> medesima 
non sarebbe immersa nello 5^), ad una sua corda generica, in un 
punto dato, non si potranno appoggiare altre corde. Quindi quello S^ con 
cui si é secato non conterrà altre generatrici del cono T, il quale sarà 
perciò un fasdo di rag^. Ë allora evidente che il piano di T conterrà 

Rmd. Cire. Mmttm. Palermo, t. XV (1901). — Sumpato il 13 aprile 1901. 6 
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tutta una curva di ^, la quale curva sarà almeno del 2^ ordine; e dun- 
que ogni retta del piano di F sari corda di ^. La T si ottiene perciò 
facendo variare un piano rigato in una certa oo* . Ma risulta di più che 
le curve comuni ai piani di questa oo' e alla ^, non potranno essere che 
coniche, poiché altrimenti ogni corda di ^ sarebbe plurisecante. 

E di più per una corda di ^ non potrà passare che un piano della oo\ 
perchè se cosi non fosse per un punto generico di quella corda, che è 
un punto generico di Vy passerebbero almeno due fasci di corde della ^, 
il che abbiamo veduto non può accadere. 

Dunque la 4» contiene un sistema doppiamente infinito di coniche e 
per due punti della superfìcie passa una sola conica del sistema : ciò ba- 
su per fiirci conchiudere che la ^ è la superficie del 4** ordine del Vero- 
nese, normale nello S^ . 

La sola superficie immersa nello spazio a cinque dimensioni, priva di 
punti doppi apparenti^ è la superficie del Veronese. 

9. Ed ora, pros^uendo nello stesso ordine di idee, ricerchiamo quali 
sono le superficie immerse nello S^ e doute di un sol punto doppio ap- 
parente : esse saranno, in certa guisa, le analoghe della curva del f or- 
dine dello S^. 

Sia 4> una superficie dello S^ dotata di un sol punto doppio appa- 
rente : n t p siano rispettivamente Tordine e il genere di una sezione iper- 
piana generica. 

Le corde di 4> formano un sistema 00^, 2, del primo ordine, che 
è necessariamente privo di una Af^ focale *). I punti di 4> sono singolari 
per 1, giacché per ogni punto di 4> passano 00' rette del sistema ; ed anzi 
i punti d'appoggio su di una corda della superficie stessa, contano tra 
i fuochi esistenti in quella corda ciascuno due volte. Siccome sopra una 
retta appartenente al sistema 1, se vi sono più di 4 fochi, essa è luogo 
di fochi, e d'altronde per 2 ogni foco é punto singolare, ne segue che 
se una corda di 4», fuori dei punti d'appoggio, incontra altre corde della 4» 
stessa, per ogni punto di essa corda ne passano infinite altre. Non potrà 
dunque una corda generica di 4> incontrare altre corde all'infuori di quelle 
che escono da' suoi punti d'appoggio. E quindi una sezione iperpiana 



•) Cfr. Segre, Un* osservazione sui sistemi di rette degli sparii superiori [Rend. 
Cire. Matern, di Palermo, t. II (1888)]. 
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generica di ^ sarà projettata da una sua corda sopra un piano, in una 
curva priva di punti doppi Dovri perdo essere: 

La sezione iperpiana generica dì ^ dovrà essere immersa in uno S^ 
(che altrimenti ♦ non sarebbe immersa nello S^), epperdo il suo genere /> 
non potrà superare il limite superiore che spetta al genere di una curva 
d'ordine n dello S^ *). Se 

« ^ o (mod 3), oppure n ^ 2 (mod 3), è : /> ^ ^^ ^ — , 



e se 



r 3 ^ s ^ (« l)(« 4) 

«= I (mod 3), è: p Z,^ ^ ^. 

Nd primi due casi in virtù della (i) si dovrà avere: 
(n-3)(«-4) ^ (yi-2)(n — 3) 

nell'ultimo caso: 

(^ — 3)(^ — 4) .^ (>>— 0(^ — 4) . 
^^ — 6 ' 

e in ogni caso â trova che n non può superare il 5. 

Per n = 3 non esiste nello S^ nessuna superfide (irridudbile). 

Per n = 4 abbiamo due superfide nello S^ : la superfide del Vero- 
nese, che è priva di punti doppi apparenti, e quindi è da scartarsi ; e la 
rigata razionale normale, per cui resta soddisfatta la (i). 

Per n = 5 due superfide esistono nello S^ ; e doè una a sezioni 
iperpiane rarionali (necessariamente rigata, per il teorema di Picard), e 
normale nello S^ ; e una a sezioni iperpiane ellittiche non rigata, normale 
nello Sj , e che, per un noto teorema di Del Pezzo **), è rappresenta- 
bile in un piano col sistema delle cubiche passanti per 4 punti. La prima 
di queste due superfide non soddisfa alla (i), e quindi è da scartarsi; la 
seconda soddisfa alla (i). 



*) Cfr. Castelnuovo, Ricerche di geometria sulle curve algebriche, [Atti dell' Acc 
di Torino, t XXIV (1889)]. 

••) Cfr. Del Pezzo, Sulle superficie dell' n° ordine immerse nello spazio di n 
dimensioni [Rend. Cire. Mat. di Palermo, t. I (1887)]. Cfr. pure : Segre, Sui sistemi 
lin^ri di curve piatte algebriche di genere p [Rend. Cire. Mat di Palermo, t I (1887)]. 
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Concludendo : 

Le sole superficie immerse nello spazio a cinque dimensioni dotate di 
un punto doppio apparente, sono la rigala dd 4^ ordine ragionale normale 
e la superficie del j" ordine normale, che è rappresentabile sul piano dal si- 
stema delle cubiche passanti per 4 punti dati *). 

IO. Una superficie F immersa nello spazio S^ ha per analogo del 
numero dei punti doppi apparenti di una superficie dello S^, il numero 
dei punti tripli apparenti, ossia il numero delle trisecanti di F per un 
punto dello S^. 

E si presenta anche in relazione ai punti tripli apparenti, il problenu 
di ricercare se esistono superficie immerse nello 5^ , le quali siano prive 
di punti tripli apparenti. 

Per rispondere a questa questione sarà utile dimostrare il s^uente 
Lenmia: 

Nello S^ ogni forma **) che contenga un sistema 00^ di rette t una 
quadrica è il luogo di un sistema semplicemente infinito di piani. 

Dicasi infatti V una forma che contenga una 00' di rette, di guisa 
che per un punto di essa passano 00' rette del sistema 00^, e formano 
un cono T. Secando con uno S^ per una generatrice di questo cono, 
avremo come sezione di V una rigata v, e se questa rigata non è una 
quadrica, e quindi se V non è una quadrica, per un punto generico di v 
non passerà che una generatrice della rigata stessa. Ne segue che lo S^ 
tracciato non conterrà altre generatrici di T, all'infuori di quella per cui 
si è condotto, e quindi F sarà un fascio di raggi. E il piano di questo 
fascio apparterrà evidentemente a V ; quindi questa varietà conterrà una 
semplice infinità di piani analoghi al piano di T : per ogni punto di V 
ne passerà uno. Se poi F è una quadrica, il cono T sarà un cono qua- 
drico, o anche un fascio di raggi (ed allora la F sarà necessariamente 
un cono), secondochè il sistema 00^ di rette che si considera sopra V 



*) Si poteva affermare ah initio che le superfìcie immerse nello 5^ e dotate di i 
punto doppio apparente, sono normali. Infatti, se 4> è una superfìcie, che noi con^de- 
rìamo nell'ambiente a r dimensioni, la quale si projetta da un generico 5^.^ sopra un 
5^ secondo una superfìcie con un punto doppio improprio, la varietà delle sue corde 
come luogo di punti sarà una M^ del i^ ordine, ossia uno 5^ . Sarà dunque la ^ 
immersa nello S^ . 

**) Varietà a 5 dimensioni, come luogo di punti. 
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di per sezione con un generico S^ una schiera rigata, o le due schiere 
di una quadrica. 

11. Se una superfìcie F dello 5^ ammette trisecantì, esse saranno in 
numero oo' , e affinchè per un punto dello spazio non ne passi nessuna 
occorrer! e basterà che la varietà V delle trisecanti di F, sia, come luogo 
di punti, una M^ . Dovrà quindi la varietà V essere una quadrica o una 
varietà oo' di piani (per il Lemma del n° precedente). Nel caso che la 
F contenga una oo' di piani, ogni piano di questa varietà conterrà una 
curva di F, la quale curva sarà almeno del 3** ordine; e non è neces- 
sario avvertire che Tordine delle curve che i piani di F hanno comuni 
eoa F, non può eguagliare l'ordine di F, poiché altrimenti la superfìcie 
stessa sarebbe immersa in uno 5^ . Dunque : Se una superficie dello S^ non 
ha punti tripli apparenti, è contenuta in una quadrica, su essa sono trac- 
ciate 00' curve piane di ordine almeno uguale a }. 

Se una superficie F giace sopra una forma quadrica, la varietà V 
delle trisecanti di F è necessariamente la quadrica stessa, e quindi per un 
punto dello spazio non passa nessuna trisecante di F. Se si pensa poi che 
sopra una forma quadrica dello 5^ che sia un cono (di prima specie) giac- 
ciono superficie di tutti gli ordini, se ne trarrà che : 

NeUo S^ esistono superficie di tutti gli ordini che sono prive di punti 
tripli apparenti. 

12. Le superficie dei primi 5 ordini immerse nello spazio S^ e prive 
dì punti tripli apparenti, sono le seguenti superficie note : 

a) La rigata cubica dello S^ . Non ammette trisecanti (all'infuori delle 
sue generatrici), né punti doppi impropri ; ed é normale nello 5^ . 

h) Lai Superficie di Segre intersezione completa di due forme quadri- 
che. Non ammette trisecanti (all'infuori delle 16 rette che contiene), né 
punti doppi impropri; ed é normale nello 5^. 

e) Lai rigata del quarto ordine razionale (projezione della rigata ra- 
rionale normale dello 5^). Ammette trisecanti, le quali sono distribuite sui 
piani di uno dei due sistemi contenuti nel cono quadrico che la projetta 
dall'unico punto doppio improprio ch'essa possiede. I piani di questo si- 
stema tagliano la superficie secondo cubiche che hanno, nel punto doppio 
di essa, un punto doppio. I piani dell'altro sistema contengono le gene- 
ratrici della rigata. 
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d) Lai rigsti del qimiD orane arirTva, Dorzxaie dcIjo S^. Le sue 
trisccand sono dìstribuite m oc' pnzK die agJ37v> I2 sujexC de secondo 
eubicbe. Ad oxu retta ddlo 5^ si a | jyo ggu ao doqae di i^-jci ponL La 
superficie noo Jimirnr punti doppi iccpropri 

e) Lai supefbóc F^ non rigua a sezìooi spaifaH dei genere 2. Que- 
sta F^ i norcuùe neijo 5^, e per un noto i p o i eiia (<£ Exua^Es) è ra- 
zionale. Le sue trissijanâ sono distribuite nei piani «ä uno dei due sistemi 
contenuti in un cono .^uadrico (di prima spade) che passa per F. I piani 
di questo sistema tagliano F secondo cubiche; i piani ddl'altro sistema 
tagli^tno F secondo coniche (è il £ucio di coniche che, per un teorema 
pure dovuto ad Exuques, deve esser contenuto nella F). La superficie 
i priva di punti doppi impropri Projettindosi neOo spano ordinario 
la F dà luogo aUa superficie razionale del quinto ordine (dotata di una 
quartica gobba di i* specie come linea doppia) che fu scodìata dal Clebsch 
nicdiante la rappresentazione piana. 

1 3. n problema di determinare le superficie immerse ndlo ^nzio 5^, 
che son doute di un punto triplo apparente, occupò il sig. AsaoKE in 
una Noa pubblicata nei Rendiconti dei Lincei ^ Ma riteniamo oppor- 
tuno ritornare sopra la questione trattata dal sig. AsaoKE, p(Hchè il ri- 
üultato da questi ottenuto ha bisogno di esser com|detatto. Accenneremo 
brevemente al metodo del sig. Ascione. 

Profitundo delle prime proposizioni sui sistemi oo'^' di rette immersi 
nello S, » subilitc dal prof. Segre nella Nota citata al n^ 9, si scrive £1- 
.thucntc la relazione: 

H \w U'H«^ Tordinc u deUa rigata delle trisecanti di una sezione spaziale gè- 
sw\{\A lidia superficie F" (dotata di un sol punto triplo apparente) e la 
^^^^^(iill^lt) t; della sezione di F rispetto alla rigata suddetta, hioltre, os- 
w^\ Aiuto che le rigate delle trisecanti di due sezioni spaziali generiche di 
^ ^HiUHUltritno in u* punti, dei quali n giacciono sulla F e sono per le 
^ ((HAM multipli secondo v, segue che : 

u* — v*n^o, 

*4 \% AWÌIOM«» Sul complesso di i^ ordine delU trisuanÜ di una supcrficU t»- 
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la quale, confrontata con la (i), dà luogo alla relazione : 

(9 — «) tt' — (2 fi + i) « ^ o , 
donde si trae: 

«<9. 

Siccome è evidentemente « > 3 , basterà esaminare le superficie il cui 
ordine è compreso fra 3 e 9 (gli estremi esclusi), scartando quelle che 
non soddisfano al nostro problema. H criterio di esclusione più impor- 
tante usato dal sig. Ascione dipende dal fatto, affermato al n° 2 della 
sua Nota, che cioè, le sezioni spaziali delle F* che si ricercano, non pos- 
sono avere quadrisecanti. Ora questo fatto non sussiste ; giacché non c'è 
mcompatibilità fra Y ipotesi che il sistema delle trisecanti di f * sia del 
primo ordine, e Tipotesi che la sezione spaziale generica di F" possegga 
quadrisecanti; mentre sarebbe incompatibile con la prima ipotesi l'altra 
che ogni trisecante di F incontrasse fuori de' suoi punti d'appoggio un'al- 
tra trìsecante; ed è anzi quest'ultima osservazione che, implicitamente, 
giova al sig. AsaoNE per scrivere la (i). 

n sig. AsaoNE dimostra pure, servendosi di un'opportuna trasfor- 
mazione Cremoniana tra due spazi, che la differenza n* — v^n rappre- 
senta il numero delle cubiche piane esistenti sulla f " dotata di un sol 
punto triplo apparente. 

Per una tale F", della quale si sappia inoltre che la sua sezione 
spaziale non ammette 4-secanti, si può vedere in altro modo che il nu- 
mero u* — v^n uguaglia il numero delle cubiche piane di F, osservando 
che se le rigate delle trisecanti di due sezioni spaziali generiche di f si 
incontrano, fuori di F, in w* — v^n punti, uno di questi sarà foco per 
il sistema delle trisecanti di F (perchè per esso passa più di una trise- 
cante) e quindi per esso punto ne passeranno 00' . Una qualunque trise- 
cante per quel punto sarà luogo di fochi, e quindi ad essa si appogge- 
ranno 00* trisecanti ; per ogni suo punto ne passeranno 00', e ogni tri- 
secante a essa appoggiata, a meno che non la incontri in un punto di F, 
sarà essa pure luogo di fochi. Onde avremo, corrispondentemente a quel 
punto comune alle due rigate, 00' rette singolari del sistema 00', e sic- 
come ad ognuna di esse se ne appoggiano 00* , i loro punti riempiranno 
una superficie, che contenendo 00* rette, non potrà essere che un piano 
(giacché si riscontra subito che non può essere un insieme di piani). 
Questo piano taglierà F secondo una cubica, perchè F non ha, per ipo- 
tesi, quadrisecanti. 
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Che se poi f possiede quadrìsecantì (propriamente dette, doè di- 
verse da rette eventualmente esistenti su f), ogni quadrisecante sari luogo 
di fochi, e quindi ad essa si appoggeranno oo* rette trisecantì (almeno) 
la F ; e una generica fra queste oo* sarà pure luogo di fuochi. Per ogni 
quadrisecante di F abbiamo dunque un insieme oo' di rette tali che per 
un punto di una di esse ne passano oo' altre ; queste rette staranno dun- 
que in un piano, il quale avri con F una curva comune, e siccome la 
4-secante da cui ci siamo partiti, non è parte di questa curva, e ne con- 
tiene 4 punti, si tratterà di una quartica piana. E dunque ogni trisecante 
di F appoggiata ad una quadrisecante in un punto estemo ad F, è essa 
stessa quadrisecante. Possiamo dire che, se F possiede quadrisecaniiy esse sono 
distribuite in un numero finito di piani che tagliano F secondo quariicbc In 
tal caso il numero u* — v^n non potrà esser nullo, ed anzi ogni piano 
di quadrisecanti porterà a quel numero un contributo di i6 unità, per- 
chè per la rigata delle trisecantì di una sezione spaziale di F, un punto 
generico di una 4-secante è quadruplo. 

Ciò premesso, per trovare le superficie che ricerchiamo procederemo 
nel modo sq^uente. 

I-a (1) quando si tenga presente la formola (di Cayley) che dà Tor- 
dine della rigata delle trisecanti della sezione spaziale di F" , e quando si 
osscr\'i che r = I " ~ ^| — />, ove /> è il genere della sezione suddetta, 
dÌNÌcnc : 

I cr N :.- 8, M = 7, i)uesa relazione darebbe per p valori fratti. Invece 
IKT M :^. 6 essa dà : 

Alla v^ual siìluzione corrisptinde la superfìcie F* del Veronese, generabile 
<on quattro reti projcitive di spazi, h quale contiene io cubiche piane 
(perchè m' — 1.«„ _ ,0)^ c^una delle quali si appog^ a 9 delle io 
rotte della su|»erficic (Bordiga). 

jVr M ; . j la relazione (i) di%-iene un'identità in ;>, e dò corri- 
*'***'* «I fatto che per « = 5 si hanno due superficie soddisÉicenti al 
««^ prt>blei«a, e cioè una F' a seòoni ellittiche non rigata, la quale 
«JlWcn« 5 cuhkhe piane, e una f » razionale, rigata, che è proiezione della 
np« wjri,»n*ie noTO«lc dello S. •). 

•) ^Mh«»« eoo (tcoità Jeduire daUe coosidennooi srolie nd testo alcune pio. 
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Per n = 4 si ha soltanto la projezione sullo S^ della F* del Vero- 
nese, normale nello S^. 

Nello spa:^ S^ vi sano soltanto le seguenti superficie dotate di un sd 
punto triplo apparente: 

a) La professione della superficie F^ dd Veronese, normale nello S^. Non 
ha punii doppi impropri. 



prìetà interessanti di questa rigata. Anzitutto, siccome la sua sezione spaziale ha una 
qoadrisecante, essa ammetterà un sol piano di quadrìsecanti, ossia su essa sarà trac- 
data una soia quartica piana, che sarà direttrice semplice di F. La F possiede 3 punti 
doppi impropri (come risulta dalla formola del n^ 2), e ognuna delle rette del triangolo 
<fi questi punti è quadrisecante di F ; onde il piano dei ) punti doppi impropri di F, 
sarà il piano delle sue quadrisecanti, e siccome una retta nel piano delle 4-secanti e 
passante per un punto doppio di F, la incontra ulteriormente in 2 punti, i punti doppi 
di F lo saranno pure per la quartica piana di cui discorriamo. Lo 5^ determinato dalle 
due generatrici di F per uno de' suoi punti doppi, e da un altro punto doppio di F, 
seca la F fuori di quelle generatrici in una cubica, da cui, come subito si riconosce, 
non potrà staccarsi un'altra generatrice ài F, ed essa cubica dovendo avere un punto 
doppio (nd punto doppio di F per cui passa) sarà piana e razionale ; e inoltre essa 
sari direttrice semplice della F. Il suo piano congiunto col punto doppio di F, di cui 
ancora non si è profittato, dà uno 5^ che seca la F in una linea del 2^ ordine con 
un punto doppio; ossia nell'insieme delle due generatrici che escono dal rimanente 
punto doppio di F. È allora evidente che profittando delle coppie di punti doppi di 
F, nd modo precedente, si otterranno ) cubiche piane tracciate su F ; né questa potrà 
contenere altre cuUche piane^ perchè per essa u^ — v' n = 19, e di queste interse- 
aoni delle rigate ddle trisecanti di due sezioni spaziali generiche, 16 sono assorbite 
dal punto comune ad esse e al piano delle quadrisecand. Le generatrici di F appog- 
giandosi aOa sua quartica piana e ad una sua cubica piana, riferiscono biunivocamente 
queste due curve in guisa che al punto doppio di quella cubica piana, come orìgine di 
uno dd rami per esso, risponde Torìgine di un ramo uscente da qud punto e appar- 
tenente alla quartica di F. Viceversa, assunte nello 5^ una cubica piana razionale e una 
quartica piana razionale i cui piani abbiano in comune un punto doppio per entrambe, 
e riferendole biunivocamente in guisa che all'origine di ognuno dei rami della cubica 
pd punto doppio risponda l'origine di uno dd rami della quartica, uscenti da quello, 
si ottiene come luogo delle congiungenti le coppie di punti omologhi una rigata razio- 
nale dd 5° ordine. Riassumendo : Una F^ rigata raxionaU dello S. possiede una sola 
direttrice semplice piana del 4^ ordine, che ha i suoi 5 punti doppi nei punti doppi im- 
propri di F; e soltanto 5 direttrici semplici del 5° ordine, di cui ognuna ha il punto 
doppio in un punto doppio improprio di F. La F^ si può generare come luogo delle 
congiungenti i punti omologhi di una quartica piana ra%ionale^ e di una cubica piana 
ragionale che abbiano comune un punto doppio per entrambe e che siano riferite in modo 
conveniente, 

Emi, Gre. ìUUwu FtiUrwf, x. XV (1901). — Sumptto il 13 aprile 1901. 7 
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b') La superficie ras^ianak dd quinto ordine projc:^onc della F^ non 
rigata dello S^ . Possiede un punto doppio improprio. Nello spa7;io ordinario 
li* per proje^ione la F^ con una linea doppia del 5^ ordine, studiata segna- 
tamente dal Caporali. 

e) La F^ proje^ione deUa rigata ra:^ionaU normale dello S^.Ha ) punti 
doppi impropri *). 

d) La F^ ra:^ionale a seT^ioni sestiche del genere }, già studiata dal 
Veronese e dal Bordiga. Non possiede punti doppi impropri. 

14. Dalle considerazioni da noi svolte intorno ai punti doppi im- 
propri di una superficie F dello 5^, discendono dei corollari, che è in- 
teressante rilevare, sulla normalità della F. 

Anzitutto la proposizione dd n^ 8 può enunciarsi cod : 

5^ 51 esclude la proje:^ione della superficie di 4^ ordine del Veronese, 
ogni superficie immersa nello S^, che sia priva di punii doppi impropri, è 
ivi normale. 

Sia M una forma passante per la superficie F, e sia P un punto 
doppio improprio di F. Da quanto dicemmo al n^ 7 segue che ogni retta 
pel punto P incontra la F, e conseguentemente la Af, in due punti in- 
finitamente vidni. E dunque la forma M avrà nel punto P un punto dop- 
pio (almeno) **). Un'altra forma M' passante per F ha pure in P un 
punto doppio, e quindi la completa intersezione di M ed M' ha in P un 
punto quadruplo. Ne deriva che la F non potrà esser completa interse- 
zione delle due forme M ed Af', ma esse dovranno ancora tagliarsi in 
una superficie F' la quale dovrà avere in P un punto doppio. Dunque 
ogni superficie F che possegga un punto doppio improprio non può es- 
sere la completa intersezione di due forme : se F è la completa interse- 
zione di due forme, non avrà punti doppi impropri. Siccome la proje- 
zione della F^ del Veronese non è completa intersezione di due forme 
potremo dire : 



*) È questa superficie che manca nella enumerazione del sig. Ascione ; e, date 
le premesse, era naturale dovesse mancare, poichë la sua sezione spaziale possiede una 
quadrìsecante. 

**) Se P è un punto doppio improprio di i* specie, lo stesso si vede pensando 
che la forma tangente ad M in P, dovendo contenere due piani che hanno un scio 
punto comune, non potrà essere uno 5^ . 



INTORNO AI PUNTI DOPPI IMPROPRI DI UNA SUPERFICIB GENERALE, ETC. 5I 

Ogni superficie immersa nello 5^, che sia completa intersezione di due 
forme, è normale *). 

Per la superficie f * immersa nello S^ passi una quadrica M (che 
necessariamente non sarà specializzata in una coppia di spazi). Se F" pos- 
sedè un punto doppio improprio P, M avrà ivi un punto doppio e quindi 
ogni retta uscente da P che contenga un altro punto di F giacerà in Af. 
Uinsieme di queste rette appartiene ad una forma conica di ordine n — 2, 
la quale deve esser contenuta in Af . Gù è possibile soltanto se « — 2^2, 
e quindi n ^ 4. Per n = 3 si ha nello 5^ una rigata (per cui passano 00* 
coni quadrici di prima specie), che è normale. Per « = 4, delle 3 super- 
ficie esistenti nello S^ , Tunica che possegga un punto doppio improprio 
è la P razionale rigata, e per essa passa una sola quadrica, che è il cono 
die la projetta dal punto doppio. 

L'unica superficie immersa nello S^ dotata di qualche punto doppio im-- 
proprio, la quale giaccia in qualche quadrica^ è la F* rigata. 

Siccome la F^ projezione della superficie del Veronese giace essa 
pure in una (sola) quadrica, ma ogni altra superficie dello 5^ giacente in 
una quadrica, all'infuori della F^ rigata, non può avere punti doppi im- 
propri, sarà nonnaie. E possiamo enunciare: 

Se si esclude la f * rigata, ogni altra superficie dello S^ , per la quale 
Awä qualche quadrica^ è normale **). 



Torino, febbrajo 1901. 

Francesco Severi. 



*) Questo teorema, come risulta dalla dimostraidone, va inteso con le debite re- 
strizioni : in modo assoluto vale per le superficie dotate di soli punti doppi in n° finito 

infinito. — Vale anche il teorema analogo per le curve dello spazio ordinano : Ogni 
curva d^ììo S^ , priva di punti muUipH, che sia completa inter Scipione di 2 superficie, 

1 normale, e si dimostra ricorrendo per es. al teorema di Riemann-Roch. 

**) Nello spazio ordinario la proposizione analoga, per le curve per cui passi qoal- 
die quadrica, non sussiste. Sopra una F' dello 5^ si può, per ogni valore di 1», co- 
struire una curva d'ordine n, b quale non sia normale nello 5^ . Cosi, ponendo fra le 
generatrici delle due schiere della F' una corrispondenza (t, fi — i), il hiogo dei punti 
per cui passano due generatrici omologhe è una curva d'ordine 1», la quale ammette 
come rette (n — i)-secanti tutte le generatrici di una schiera. Essa curva è eviden- 
temente razionale e quindi normale neUo 5. . 



SCUA TTOtySE POTTDOIALE W UX STRATO 
SITQ(F1lL\LE SFERlCa 

Xoa & P. Paci à 



A rfcnrwrrr per h svpez&îe sîiehci £ saio picoamente 
raciux:) ccc sicac^ â ; uB>k *X ^ ^ XDcaodi» akncDO ia qodfi che io 
ocociscrv« ccc sear sdâd ìi t a aemâi snooe i £iizi za£peiìdcnteinente 
i2il vûre ASiï is LJtxu ^cczaie ôeSi f4ii:r" ii 'c i f pnemnalr aDa superficie. 
£ XT C.3SC& rLpoDS ^ri& crâjo posa jrtaessxx un qaakbe interesse 
I zk^^xiD CK S3^ per e yc tie, Ajwiftnttfr difia prevcniira detennina- 
ôcat ô£li "-y^nmrri âetrsa TifrwaV ala soperfide per riotcmo e 
per TesarDC. 

Sc CQcsàûsri am s;:çerââe s»n £ n^gìo iP; si îufidiîiio coq R, 
i\ z' je cccc,=x2c lokr: ^ xs riozsx» .yiiny^qnr ddb sq>erficie rife- 
-cuis: il cdtrr JtcDî pcùci* e cìod f^ t, » je ocxwSnaie di un punto 
i£c scttbr : e s TVvh' ocm c' la ôesxstà ddk> strato nel 



ûore P,(aKi.) rapprescrrai k ncca fsmaooe s£cnca £ ordine », e si 
•nSca ccc r il Täkre odia &nàoQe pcftenùk nd punio di coordinate 
J ♦, o, si avrasno î noe svùçpt •^r 



•) E. Hhxe- TttKfTû ùff JTA^A-wîaM«!», oc. E. IL S. s$*S^ Berfin, 1878. 
É«. PjCAai>, TrÄJ* fJbuùju^ t L ff». I4>î4?^ P«»» li^ï- 

•^ p. G. LxjiinŒ-IhucBUT, Tfrìus^is ìJht & àa iiw^ihhfi« FtriMmiss 
igt QmsiräU ia Emifenuxi t^và^M Krip»^ S. 75 aad S. 77, Ldp^s» 1876. 
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e corrìspondentemente : 

If = |«(i)''V.. - f«i 

|f = -|:(»+0(y)"*V.. s. p>Ä. 

Ora, avendo Dirichlet dimostrata la convergenza delle due ultime 
serie anche se p = i?, si avranno le relazioni, stabilite da Dirichlet 
stesso, 

dove con e è indicata una quantità infinitamente piccola. 

Dirichlet, sottraendo la seconda dalla prima, ha dedotto il famoso 
teorema di Laplace ; io, sommandole membro a membro, deduco una 
relazione che non mi par priva d'interesse. Poiché le due serie sono 
convergenti, anche la loro somma sarà tale; si avrà adunque 

Ma dagli sviluppi di V stabiliti in principio si deduce pure, per p = jR, 

la quale relazione ha luogo a motivo della convergenza di X ^« 5 P^ 
cui à, avrà pure : 

(dr),_ ■*■ (dT/,^ = - T • 

Inoltre, per un noto teorema di Gauss *) si ha 

. (if)..='--"*> 

*) B. RiEMANN, Schwttc, EUclrkitài una Magnetismus, S. 50. Hannover, 1876. 
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dofe P^ nppresexxti razione secoodo i raggio dall'interno all'esterno 
od punto d: coon&iate £, 4, 9; per coi fadlmmte â ottiene, combi- 
mudo qoestt coQa preosdauc, 

''. = — jy , 

la quale retaziooe ha per !o meno 3 merito di esser nuova. Essa può 
esser tndocci in un sempocissimo enmciato : 

Ua^iûne esircitaU da uno siratû sferico qmalmtiqtu seconde il raggio 
in s« suo pwnto è mgmaU al ipur^iemU ddla fum^hne poUn^iak divisa pel 
diametro dcla sfera preso ed segno cangiato. 

Ottenuto il valore ifi P^ , avremo pure : 






RicxMTendo ora aDa fonnola : 



che vale per una superficie s qualunque chiusa, e tanto per l'interno 
quanto per Testemo, e osservando che nel caso nostro per llntemo 
si ha: 



r r 



dV 



=_/^\ 

d« - d? ' dn V^P /i-. * 

e per l'esterno : 

dn - di ' dn - Vdp ;,^ ' 
si ottiene facihnente per l'interno: 



4« 

donde 



J dp 4«J ìR r ^ 2 J r ' 

mj dp 2wJ iR r ' 
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od anche 

F' = 



= -^/''C-aÌ- + iTf)^'- 



dove è 

Ânak^mente si omene per resterno: 



4'kJ dp ' 4wJ iR r ^ 2 J r 



V = — 

4« 

dalb quale à deduce 

V' = — 



-^/-C-Ìt + At)- 



Le formule ora trovate per Tinterno e per l'esterno si trasformano 
facilmente in quelle che si trovano nelle citate opere di Heine e di Picard. 

Credo utile osservare che ai risultati precedenti si potrebbe anche 
pervenire partendo dall'identità : 

dalla quale conspue: 



,|fH-. = /.^„. 



e indi ottenendo le due relazioni che si riferiscono ai valori p = Ä — e 
e p = i? -j- e. In sostanza gli stessi risultati si potrebbero ottenere senza 
ricorrere a sviluppi per funzioni sferiche. 

Genova, 15 marzo 190T. 

P. Paci. 



DETERMINAZIONE, PER VIA GEOMETRICA, DEI TRE TIPI 
DI SPAZIO: IPERBOLICO, ELLITTICO, PARABOLICO. 

Nota di Roberto Bonola, in Petralia Sottana. 



AdunAniA del 14 aprile 1901. 



Fra le varie soluzioni del problema dei « Fondamenti ddla Geometria » 
è notevole quella proposta dall'HELMHOLTZ *), sviluppatale completata dal 
Lie **). H concetto fondamentale della soluzione in discorso è quello di 
movimento. 

I movimenti appariscono come corrispondenze, fra i punti dello 
spazio, formanti un gruppo di trasformazioni (componibili ed invertibili) 
e soddisfacenti ad alcune proprietà elementari. 

In tale ordine di idee il metodo del Lie determina pienamente tre 
tipi di gruppi, a ciascuno dei quali corrisponde uno speciale spazio me- 
trico. I tre gruppi sono quelli che il Lie chiama gruppo euclideo e gruppi 
non euclidei e gli spazi metrici corrispondenti sono ^euclideo {parabolico^ 
il riemanniano (ellittico) e lo spalilo di Lobatscheffskij (iperbolico). 

n problema di Helmholtz-Lie notevolmente si semplifica, quando 
la ricerca dei gruppi di trasformazioni, soddisfacenti alle elementari pro- 
prietà del gruppo dei movimenti, si restrìnge supponendo a priori dati 
i concetti grafici di retta e di piano ed ammettendo che U movimento 
trasformi una retta od un piano in una retta o rispettivamente in un 
piano. Si è allora condotti a ricercare i tre tipi di gruppi, sopra mento- 
vati, entro il gruppo proiettivo. La determinazione dei tre tipi di gruppi 



*) Cfr. Helmholtz, Ueher die ihatsàchlichcn Grundlagen der Geometrie ed anche: 
Ueher die Tatsachen welche der Geometrie ^i* Grunde liegen, — Wissenschaftliche Abhand., 
Bd. 2. 

••) Cfr. Lie, Theorie der Transformationsgruppen, Bd. 3. 
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proiettivi, che vengono caratterizzati dalle proprietà elementari del movi- 
meDto, si trova gii sviluppata, per via analitica, ad esempio, dal Kilung ^. 
Essa forma oggetto di questa Nota, in cui d proponiamo di raggiungere 
k) stesso risultato per via geometrica ed elementare. 

Supporremo perciò che, in base ai postulati grafici attribuiti ad una 
resone limitata di spazio, siansi, in tale regione, sviluppati i principi 
deUa Geometria Proiettiva, introdotti gli elementi improprii (punto, rette 
e pam) ed estese anche a tali elementi le proprietà grafiche ordinarie. 
Oà nello spazio proiettivo completo riterremo, senz'altro, valida la ordi- 
naria proiettiva, di cui supporremo noto quanto riguarda le omografie 
ed i loro gruppi più semplici. 

O concetto di movimento verrà posto, fin dal principio, a mezzo 
d'un postulato, desunto direttamente dalla intuizione o meglio dalle espe- 
rieit{e esercitate in quella regione di spazio, auess^bile alle nostre verifiche 
sferimenUui. Delle prime proprietà dei movimenti, che facihnente si de- 
ducono, d gioveremo per estendere la regione metrica inÌT^iale a tutti qud 
punti dello spazio grafico, accessibili col movimenio. 

A secondo dd casi che si presentano in tale estensione dedurremo 
i tqn di spazio corrispondenti. 

Sicché, in quanto segue, ove non veng^ detto il contrario, suppor- 
remo di operare ndla regione iniziale, accessibile alle esperienze, cioè 
odia resone dd putAi proprii. 



I. Postulato del movimento. — Nella r^one propria o regione ini- 
ziale, accessibile alle nostre esperienze, i movimenti appariscono come 
trasformazioni univoche, fra i punti dello spazio, che conservano le rette. 
I movimenti sono dunque omografie. Fra le infinite omografie dello 
spazio proiettivo completo sceglieremo quelle che, nella regione limitata ini- 
ziale, subordinano trasformazioni rispondenti alle altre proprietà sperimen- 
tali dd movimento, che ora enuncieremo. 

a) Si pub muovere una figura in modo che un suo punto A ed una 
semiretki usunte da A si sovrappongano ad un punto A' e ad una semi- 
retta uscente da A'. 



*) Cfr. Kilung: Einjürung in àU Grundlagen der Geometrie, Bd. I, Zweiter 
Abs.; S 7. S 8. 
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b) Un tnoviìnento che lascia fissa una s:mireUa lascia fissi tutti i suoi 
punii. Un tale movimento verrà detto rota:^nt intomo Jaiassc (retta) 
cui appartiene la semiretta. 

r) Nelle roia:(joni intorno ad un asse può sovrapporsi un semipiano 
arbitrario, uscente dall'asse, ad un altro semipiano arbitrario per lo stesso asse. 

d) Insieme ad un movimento sussiste il suo inverso. 

f) // prodotto di due movimenti t pure un movimento. 

Queste proprieti, insieme all'altra relativa alla conservazione delle 
rette, verranno adunque assunte come postulato del movimento. 

Non ci tratterremo a dimostrare la compatibilità logica delle varie 
partì del postulato in discorso *) né a ricercare se alcuna di esse possa, 
almeno in parte, dcdursi dalle rimanentì. 

a. Ecco le prime ed immediate conseguenze del precedente postulato. 

I* Estendendo allo spazio proiettivo completo le corrispondenze, che 
nella regione iniziale rispondono al postulato del movimento, otteniamo 
un sistema di omografie, formanti un gruppo. 

a* I movimenti che lasciano fisso un punto, che diremo rotazioni 
intorno a quel punto, subordinano nella stella, che ha in esso il suo 
centro, un gruppo di omografie, compreso nel precedente. 

3* Le rotazioni intorno ad un asse subordinano nel fascio di piani, 
che ha per sostcgiìo quell'asse, un gruppo semplicemente infinito di 
proiettività, che appartiene, come sotto gruppo, ai gruppi di rotazioni in- 
torno ad un punto qualunque dell'asse, scelto come centro d'una stella. 

4* I movimenti che lasciano fissa una retta subordinano un gruppo 
di proictriviti, semplicemente infinito, fra i punti della retta. In tale gruppo 
è unico il movimento che, lasciando fisso un punto, scambki le due se- 
niirctte che esso determina. Un si fatto movimento, considerato sulla 
retta, verrà detto ribaltamento. I ribaltamenti della retta saranno dunque 
proiettività discordi. Inversamente, ogni movimento che equivalga ad una 
proiettività discorde sulla retta è un ribaltamento ; poiché, detto M quello 
dei due punti uniti della proiettività, che appartiene alla regione iniziale, 
51 movimento che lascia fisso M e scambia fra di loro le due semirette 
j^ J4 determina, é unico sulla retta. 

t) L*esistenxa di effettivi gruppi di trasformazioni, che godono delle enunciate 
^g^A^ ci fornisce, a posteriori, una prova della conipatibiliià logica delle varie parti 
l^pOlMlitO. 
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Ogiii alerò movimento, che lascia fìssa una retta, subordinerà sulla 
retta \m proiettività concorde. Tali movimenti, che diremo traslazioni 
ddla retta su sé stessa, non lasciano fisso nessun punto (proprio) deUa 
retta. 

3. Roiai^ni intorno ad un asse. — Estesi allo spazio proiettivo com- 
pleto i movimenti della regione iniziale, consideriamo le omografie assiali, 
die corrispondono alle rotazioni intorno ad una retta. Detto a l'asse 
(proprio) di rotazione e ^ la retta propria od impropria, sostegno dei 
fascio di piani uniti nella omografia e che diremo secondo asse della ro- 
lê{Wtte, ovvero asse coniugato ad 0, è facile vedere come due tali assi 
siano sghembi. Per ciò supj>ongasi che a, b siano incidenti : allora U 
piano X, ch'essi determinano, è unito nella rotazione, e i due semi piani 
die a determina su w rimangono fissi ovvero si scambiano fra loro. Nel 
primo aso k rotazione sarebbe Tidentità, nel secondo il quadrato della 
rotazione sarebbe l'identità, il che evidentemente non può essere, quando 
la rotazione scelca è una rotazione generica. 

Dalle proprietà gruppali attribuite ai movimenti risulta poi che il 
secondo asse delle 00* rota:^ioni intorno ad una reità b unico, onde tali ro- 
tazioni lasciano fissi gli infiniti piani passanti per il secondo asse. 

Restringendoci alla considerazione degli elementi della regione ini- 
ziale, useremo la parola ortogonale o perpendicolare per denotare la rela- 
zione fra l'asse di rotazione e i suddetti piani. Diremo cioè che l'asse di 
rotazione è ortogonale ai piani che rimangono fissi nelle rota:^ioni ; inversa- 
mente, che f piani fissi nelle rota:^ioni intorno ad un asse sono ortogonali 
all'asse. 

Resta con ciò stabilita la proposizione seguente : 
Per un punto qualunque d'una retta passa uno ed un solo piano per- 
pendicolare alla retta, 

4. Rota:;ioni intorno ad un punto. — I movimenti dello spazio, che 
lasciano fisso un punto, si dissero rotazioni dello spazio intorno a quel 
punto. Considerato nella stella, uo tale movimento si traduce in una 
omografia della stella; per cui: 

In ogni rotazione intorno ad un punto rimane fissa almeno una retta. 

Ma insieme aUa retta, che rimane fissa nella rotazione intorno ad 
un punto, per quanto sopra abbiamo stabilito rimane fisso, nella stella. 



6o R«BONOLA. 

anche il piano ortogonale alla retta : siccome poi retta e piano ortogonale 
non si appartengono, la retta ed il piano ortogonale, che rimangono fissi 
in una rotazione intorno ad un punto, sono elementi uniti associati nel- 
l'omografia della stella. 

È facile ora dimostrare la proposizione seguente: 

5^ nella stella retta e piano si appartengono, gli elementi ad essi orto- 
gonali pure si appartengono. 

In altre parole : se nella stella la retta a giace sul piano ß, perpen- 
dicolare alla retta b^ il piano a, perpendicolare ad a, passa per b. Infatti : 
tutti i movimenti della stella, che lasciano fissa la retta a, sovrappongono 
a a sé stesso : fra tali movimenti esiste una rotazione intomo a fr, che 
scambia i due semipiani che b determina sul piano ab, rotazione nella 
quale, tranne ß, non rimane fisso alcun piano della stella non passante 
per l'asse di rotazione. Ora se a non passasse per b, nella rotatone in 
discorso, rimarrebbe fisso il piano a, non passante per l'asse né ortogo- 
nale all'asse. Dunque a e & si appartengono. 

Sicché per determinare la retta perpendicolare ad un piano, in un 
suo punto assonato, si prenderanno due rette giacend nel piano e pas- 
santi per quel punto e si intersecheranno i due piani ortogonali a dette 
rette. La comune intersezione dei due piani é la perpendicolare richiesta. 

Segue: per ogni punto d'un piano esiste una retta perpendicolare al 
piano ed una sola. 

Dal concetto di ortogonalità fra retta e piano deduciamo facilmente 
quello di ortogonalità fra retta e retta, fra piano e piano. 

Due rette, usunti da un punto, si diranno ortogonali quando Vuna giau 
nel piano ortogonale all'altra. 

Due piani, uscenti da una retta, si diranno perpendicolari quando uno 
di essi passa per la retta ortogonale all'altro. 

5. Polarità assoluta nella stella. — Se ad ogni retta della stella si as- 
soda U piano ad essa perpendicolare, si ottiene una corrispondenza nella 
stella, che gode delle seguenti proprietà. 

I® Ad ogni retta corrisponde un piano. 

2^ A rette giacenti in un piano corrispondono piani passanti per 
una retta. 

j'' Se a é il piano corrispondente ad a, inversamente a è la retta 
che corrisponde ad a. 
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La corrispondenza per ortogonaliti d'elementi nella stella è dunque 
una polariUL Tale polarità permette d'interpretare graficamente i concetti 
metrici della geometria nella stella. 

Infatti è chiaro che i movimenti nella stella sono le omografie che 
trasformano in sé stessa la polarità in discorso ; che retta e piano orto- 
gonale sono dementi corrispondenti in detta polarità ; che rette ortogo- 
nali e piani ortogonaU sono elementi reciproci rispetto alla stessa polarità. 

Una si fatta polarità verrà perciò detta ente metrico fondamentale 

Ma stella od anche polarità assoluta della stella. 

« 

6. Polarità assoluta dello spa:^io. — Siano a, b due rette incidenti in 
ed a\ V i secondi assi (proprii od improprii) delle rotazioni intorno 
ad ü, b. La retta r, perpendicolare in al piano a b, sarà incidente ai 
secondi assi a', b\ Denotiamo con A e B i punti in cui a\ V incon- 
trano r. Qò posto, si faccia ruotare lo spazio intorno ad r, per modo 
che 6 si sovrapponga ad a. In tale rotazione anche b' verrà su a' e 
poiché i punti A ^ B^ in qxà a' q b* incontrano r, sono uniti per il mo- 
vimento in discorso^ segue che A e B debbono coincidere, cioè che i due 
secondi assi a\ b' sono incidenti. 

Da questa proprietà si deduce immediatamente l'altra : 

Tutti i secondi assi delle rota:^ioni, i cui primi assi passano per un 
punto, giacciono in un piano {proprio od improprio). 

Infitti i secondi assi, delle rotazioni considerate, sono a due a due 
incidenti e siccome non passano tutti per uno stesso punto, inquantoché il 
punto comune a due secondi assi é sulla retta perpendicolare al piano 
dei primi assi, giaceranno tutti in uno stesso piano. 

Se ora ad ogni punto della regione iniziale si assoda il piano (pro- 
prio od improprio) in cui giacciono i secondi assi delle rotazioni intorno 
alle rette passanti pel detto punto, resta determinata una corrispondenza 
spaziale, che gode delle seguenti proprietà: 

i^ Ad ogni punto corrisponde un piano. 

2^ A punti in linea retta corrispondono piani passanti per una retta, 
la quale é il secondo asse delle rotazioni intorno alla prima retta. 

La corrispondenza in discorso é dunque una reciprocità. — Se si con- 
siderano poi le corrispondenze che una tale reciprocità dello spazio su- 
bordina nelle stelle proprie, si ricava immediatamente che la reciprocità 
io discorso é una polarità. Infatti le corrispondenze subordinate neUe 
stelle proprie sono le polarità assolute del numero precedente. 
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A mezzo della corrispondenza cosi stnbiÜu, detu polarità ossüIil 
ddlo spa;^io, possono interpretarsi proiettivamente i concetti metrici ài 
movimento e della ortogonalità. Invero i movimenn non sono da tra- 
sformazioni proiettive ddla polarità assoluta ; i piani ortogonali non sono 
che piani redprod rispetto alla stessa polariti, ecc 

Di tale interpretazione non vale però l'inversa, poiché i concäti nu- 
trici sono dati solo nella regione inii^iale, dove invece le proprietà grafiche 
della polarità assoluQ si estendono allo spazio proiettivo completo. 

7. Estensione dello spa:^ nutrico. — Lo spazio metrico è costituito 
dall'insieme dei punti appartenenti alla r<^one iniziale, da cui prendemmo 
le mosse. 

Un punto qualunque di tale spazio può trasportarsi, con un movi- 
mento, in un altro punto qualsiasi dello stesso spazio. Contemporanea- 
mente tutto lo spazio metrico si muove, generando una corrispondenza, 
nella quale non è detto ch'esso si sovrapponga per intero a sé stesso, 
perche non si fece nessuna ipotesi circa la superfìcie che separa lo spazio 
metrico dallo spazio proiettivo completo. 

Conceds^ndo dunque che i movimenti possano condurre punti propra 
a coincidere con punti improprii, sorge spontanea l'estensione dello spa;^io 
nutrico iniziale a tutti quei punti raggiungibili col movimento. 

Chiamando perciò raggiungibile quel punto a cui possiamo giungere 
con punti proprii, in base ai movinìenti, d'ora in poi per spazio metrico 
intenderemo la regione dei punti raggiungibili, la quale comprende, evi- 
dentemcntc, la regione propria iniziale. 

Contemporaneamente tsUnderemo a tale regione t cornati nutrtcì di 
Mvimeuto e di ortogonalità. I movimenti, ad esempio, saranno le tra- 
JTrmazioni proiettive dello spazio metrico, che godono delle proprietà 

• al ^ I. Lii polarità assolutt dello spazio permette poi di inter- 
^^^^'^"n^ld regione metrica cosi estesa, k proprietà metriche fonda- 
^tai c^e si vide nd precedente paragrafo. 

I Ir stmzU nutrici compatiHU col postulato dd mavinunìo. — U 
ìL^tttwk fra lo spazio metrico e lo spazio proiettivo com- 
' l^Lu natuia della polarità assoluta. Converrà dunque esa- 
^TJIÎrii tipi di poltriti, che possono prescntarsL 

* Istorile ésso^ W^- 
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La polarità assoluta determina sopra una retta qualunque una invo- 
lozione ellittica di punti reciproci, che deve essere trasformata in sé stessa 
dai movimenti che lasciano fissa la retta. 

Si vede allora facilmente come le traslazioni della retta, che sono 
proietrività concordi, sono anche ellittiche. Ma una proiettività concorde, 
ellittica, applicata ripetutamente ad un segnìento proprio, i cui estremi 
Af B si corrispondono in tale proiettività, permette che un punto qua- 
lunque della retta A B venga raggiunto da un punto del segmento A B. 
Dunque, se la polarità assoluta è uniforme, ogni punto dello spazio 
proiettivo, essendo raggiungibile, è pure un punto dello spazio metrico 
e lo spazio proiettivo completo è identico allo spazio metrico. S^ue che 
il gruppo delle ir as f ormarlo ui proiettive della polarità assoluta coincide col 
gruppo dei movimenti e che la polarità assoluta permette di estendere a 
tutto lo spazio l'interpretazione del concetto metrico di ortogonalità. 

Lo spazio metrico cosi ottenuto è lo spa:(io ellittico di Cayley- 
Klein *), spazio doppiamente connesso, in cui non esistono punti a di- 
stanza infinita ed in cui, due rette qualunque coplanari, essendo sempre in- 
cidenti, non potranno mai essere parallele. 

Tuttavia, seguendo Clifford **), nello spazio ellittico potrebbe in- 
trodursi il concetto di parallelismo, non però in base al solito principio, 
per cui le parallele si riguardano come rette incidenti in un punto infi- 
nitamente lontano. • 

b') Polarità assoluta non uniforme e non degenere. 
Su ogni retta i punti reciproci, rispetto alla polarità, determinano 
una involuzione iperbolica, che deve essere mutata in sé stessa dalle tra- 
slazioni della retta. Queste saranno dunque proiettività concordi, iperbo- 
liche, coi punti uniti nei punti doppi della involuzione suddetta. I ribal- 
tamenti della retta scambieranno invece fra loro i punti doppi della in- 
voluzione, i quali, evidentemente, sono irragiungibili e determinano sulla 
retta due segmenti, l'uno costituito tutto da punti raggiungibili, l'altro da 
punti irragiungibili. 

H luogo dei punti doppi, delle varie involuzioni sulle rette dello 
spazio, ovvero il luogo dei punti coniugad di sé stessi nella polarità as- 



•) Cfr. Cayley, Sixth Memoir upon Quantics (Mathematical Papers, I); Klein, 
(kher dU sogenannte Nicht-- Euklidische Geometrie (Math. Annalen, IV, VI), 
••j Cfr. CUFFORD, Preliminary Sìutch of Biquaternions (Math. Papers). 
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mue foJtràâ aps mm/orme. Taie qui- 
BÊ vaaâ koLgLizigifaili, sicché lo spazio 
■igi I.J JOS. £ Kirii iiVa mmt usi 2bd pracDdcnsCy coo lo spino gra* 
ücL^ lEL m ■iikii.ii^t ms laSTEL. 

?=:. Ì£ niah-i rr . ne ivsssiir ascrr ii i Aii i inìii E per b polarità 

usSk mWTÎnrri intomo ad un 



-pnanr I ^nnr niairrr. ik qa£ pnniD drcoscxino aUa quadrìca, 
rinarraaif rsg- xix«s ici?s=r k sae B^aieaasxi deèboDO potersi sovrap- 
porre £ maiiTTìnnr atn^ rss 7«»«="*^ pel suo vertice. La quadrica fon- 
ftjiìnn';ì> BC2 ninrmr £ luxnr rlìmiri 

Iiïdcr? t cbarr :3if k r a gk m e aè poscì propra, quindi qudb dei 
po^: ragpuTigniL t iiuria ala yarriaL Fâdiè, se fosse altrimenti, le 
ç:=ksrsric: ds. cocl drsscnz£ a&a osBàrka, di un ponto proprio, nelle 
rcttDoa: r.iBira o a qa£ vaass^ non yj,giòao i n u o v er sì che sul cono 
órcoscricD, 4iri!iAf'Ii"irf' iif al itoscdboD àà. iDOvmaitOL 

Cnry^rrimno sttcod die. oc« li polsrisi assofana sia non uniforme 
e OOD drgraere, 1" ç^Cv>^ wtri^ si ieâmsi id fri^kó ioghemâo a que- 
st^täümc i r-fti^ esterai £l£ rKMàrìcs /wrfffff lìf ed i pmm& ddla qua- 
drica sUssa. Li qcadrkia foodamcmik apparisce come il luogo dei punti 
^B^rnhoko deQo spazio me:: k o ed u grmfpc dà WÊmmenÊi coincide col 
gnippo ddU trasfcnma:jem prMtiiz^ ddÌM qmadrìuL 

In tale spazio, denominato iftrhsh:^ dal Kueix, due rette coplanari 
saranno secanti, paraIVrir, non socann, a seconda che il loro punto (pro- 
iettivo) comune è un punto interno, un punto deOa quadrica fondamen- 
tale ovvero im punto esterno aUa stessa quadrici. Segue che, nello spazio 
y c iUiK cq, per on ponto passano sempre diu rette paraUde ad una retta 

€) KLmlà detenere. 

Vano, in primo luogo, esduse le polariti d^eneri, in cui un punto 
ê onn i i n p|i^ fc £ tutti i punti ddlo spazio, pcnchè i movimenti, dovendo 
in 9t stessa la polariti, non potrebbero portare a coincidere 
quahmque per O con un'altra rena propria artntraria. 

dunque a considerare il caso della polarità dienere, in cui 
6aso « è coniugato a mtti i piani dello spazio. In tale caso i 

# SI «Oli ^ I0 piinilH» introdotte dal Cufford nello spazio ellittico man- 
I ipobolico. 
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movimentiy che lasciano fissa una retta r, mutano in sé stessa l'involu- 
zione parabolica dd punti reciproci su r. L'unico punto doppio della in- 
voluzione è l'intersezione Af di r con a e le traslazioni di r sono pro- 
iecäviti paraboliche col punto unito in M. Queste traslazioni, applicate 
ad un semento proprio arbitrario, permettono di raggiungere, con punti 
prq)rii, tutu i punti della retta, tranne il punto Af ; percui lo spazio me- 
trico si deduce dal proiettivo immaginando di toglierò a quest* ultimo i punti 
inaptingibili dd piano a. H piano a apparisce dunque come l'ente all'in- 
finito dello spazio metrico ottenuto. 

In questo spazio, detto parabolico dal Klein, le proprietà metriche 
ddle figure s'interpretano proiettivamente a mezzo della polarità piana, 
de la polarità assoluta determina su a, e la geometria metrica corrispon- 
dente coincide con la ordinaria euclidea. 

Si notì che, a differenza dei casi precedenti, non tutte le trasfor- 
mazioni proiettive dello spazio parabolico sono movimenti : il gruppo dei 
mmmnti è oo*, dove il gruppo delle trasforma:^ioni proiettive dell'assoluto 
t 00^ Quest'ultimo gruppo, come facilmente si vedrebbe, è il gruppo 
delle similitudini spaziali della geometria euclidea. 

Petrafia Sottana, Febbrajo 1901. 

R. Bon OLA. 
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AVANTPROPOS. 



En étudiant le problème des trois Corps *), Monsieur H. Poincaré 
a introduit dans l'Analyse les Invariants intégraux. Peu de géomètres 
semblent s'être intéressés à cette théorie, pourtant si originale et si fé- 
conde. 

M. Kœnigs a publié deux notes importantes dans les Comptes- 
Rendus de l'Académie des Sciences de Paris, notes dont il sera souvent 
question dans ce mémoire. M. Hadamard a utilisé les invariants inté- 
graux dans une de ses études et M. P. Appell a donné dans son 
« Cours de Mécanique rationnelle » (tome II) un exposé élémentaire de 
cette théorie. 

Voilà à quoi se résume la bibliographie des Invariants intégraux. 

Dans cette étude nous avons tâché de présenter d'une manière systé- 
matique toutes les notions acquises dans cette théorie, grâce à MM. H. Poin- 
caré et Kœnigs. Nous avons en outre ajouté quelques résultats dus à 
nos recherches personnelles; afin d'éviter la lecture de tout le Mémoire 
aux personnes connaissant déjà la théorie des Invariants intégraux, je 
donnerai la liste de ces contributions : 

N*** II, 12, 14 et 15. Théorèmes relatifs aux invariants du I**" ordre. 



*) Les Méthodes nouvelles de la Mécanique céleste, par H. Poincaré (3 tomes). 
Paris. 
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N*^ i6, 17, 21, 25"*, 30, 34, 35, 38, 39 et 40. Étude des solutions 
aux variations du i*' ordre ou d'un ordre quelconque. Pour que les 
équations 

Z.ä]^^. + dT = °' 

forment un système jacobien, il faut et il suffit que (Ç.) soit une solu- 
tion aux variations des équations: 

N~ 20, 35, 37 et 41. La théorie des Transformations infinitési- 
males rentre dans celle des Invariants intégraux. 

N" 23, 24 et 25. Invariants intégraux d'ordre n — i. 

>r 28. Généralisation d'un théorème de M. Kœnigs. 

>r 29«». Théorème. 

N~ 31, 32 et 33. Invariants intégraux d'ordre p. 

>r 39. Invariants intégraux d'ordre n — p. 

N° 41. Gis où il y a plusieurs variables indépendantes. 

N~ 43, 44, 45 et 46. Les CovarLmts intégraux. 

N** 47, 48, 49, 50. Application aux Tourbillons. 



Chap. L — Définitions des Invariants intégratix. 

I. Considérons le système de n équations différentielles: 

(0 1?"=^^' 0=1,2,...«) 

X, , X^y ... X^ étant des fonctions analytiques et uniformes données de 
X, , jc, , . . . x^ et de /. Supposons que / représente le temps et que 
X, , x, , ... x^ soient les n coordonnées d'un point M qui se déplace dans 
l'hjrperespace à n dimensions. Si (x.) représente les n coordonnées de M 
i Tinstant /, à l'instant / -|* S / le mobile M occupera la position 
(x. + X.i/); nous dirons que les équations (i) déterminent complète- 
ment la variation de M. 

Si les équations (i) sont satisfaites quand on y fait: 

(2) x.=fXO (i=i, 2, ... I»), 
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on dira que les équaaons (2) définissent une solution particulière des équa- 
tions (i). 

Pour que f(x,, ... x., /) soit une intégrale des équations (i) il 
£siut et il suffit que la variation de F soit identiquement nulle, la varia- 
tion étant prise conformément aux équations (i). Voici ce que nous en- 
tendons par ÌÌ: donnons à / un accroissement ^/, les x- deviennent 
X- + ^x^ ou X. -f- X.S/, la fonction F subit la variation 

La quantité entre parenthèses doit être identiquement nulle, cela veut dire 
qu'elle se réduit à zéro, même avant qu'on remplace les x,. par une so- 
lution (2). 

Donc, pour que F(Xj, /) soit une int^ale des équations (i) il faut 

et il suffit que 

Sr,àFy_,dF ^ 

nons écrirons simplement: 

Xf = 0, 

mais le lecteur n'oubliera pas que toujours les variations des x. seront 

déterminées par les équations (i). 

F ayant une variation nulle, conservera la même valeur, du reste 

arbitraire; donc 

F(x,, ... X., 0= C 

fournira une relation entre les x et /. (C est une constante arbitraire). 

a. Soit 

Ff(x,, ... X,, /) = Ci (1=1, 2, ... «) 

riiiténrale générale des équations (i). La présence des n constantes ar- 
bitrairci C\ , ... C^ > nous permet de placer le mobile à l'instant quel- 
vXMUlue <o ^" ^" P^***^ (*^) quelconque de l'hyperespace à w dimensions ; 
MAitni cette infinité de positions, prenons-en un ensemble formant une 
^àMé V% d*ordrc p par exemple. Cette variété est continue, mais a une 
Quiconque; elle sera représentée par n équations telles que 

*< = •iC^» \» • • • V (i = I , . . . nu 
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OÙ les 6j sont des fonctions quelconques, finies et continues des p varia- 
bles indépendantes \, ... V ; ces fonctions ne peuvent pas renfermer / 
eiplidtement, car sinon elles ne pourraient plus être quelconques. Nous 
pouvons toujours supposer que les déterminants fonctionnels de p des 
' »fonctions 6 ne s'annulent jamais à la fois et que, quand le point (X^ , . . . V) 
décrit, dans Thyperespace à p dimensions, une certaine variété F', le point 
(Xj) décrive la variété F, de telle sorte que les variétés V et F' se cor- 
respondent uniformément. On aura encore une variété Vip dimen- 
sions, si l'on joint aux équadons (3) un certain nombre d'inégalités tel- 
les que 
(4) K\. \. ••• V>o; 

ces inégalités serviront à limiter le champ dans lequel on formera la va- 
riété F. 

3. Étendons maintenant l'intégrale 

/^uple 
y Mak^...apdXa^ . . • dXap 

ila variété F que nous venons de former. Les difiérendelles dxa^, . . . dxap 
somp quelconques des n différentielles dx^, ... dx^. Les Ma^...ap sont 
des fonctions données de x, , . . . x^ et de / ; elles sont supposées 
être finies et continues, ainsi que leurs dérivées partielles du i*' ordre 
^ le domaine considéré ; il y en a autant que de combinaisons de n 
lettres pip. 

Grâce aux équations (3) de la variété F, nous pouvons transformer 
If en une intégrale ordinaire d'ordre p ; on sait qu'on aura alors : 

U Êiut effectuer l'intégration successivement par rapport aux p va- 
variables ^ et les limites d'intégration seront définies par (4) ; en d'au- 
tres termes nous étendons maintenant l'intégrale Ip , non plus à F, mais 
i la variété F\ qui a ceci de remarquable, c'est qu'elle reste immobile dans 
l'espace à p dimensions ; il en sera de même des limites d'intégration ou 
des frontières de F' : les équations respectives de ces fontières s'obtiennent 
en annulant successivement les inégalités telles que (4). Donc, si nous 
voulons chercher la variation de Ip nous ne devrons plus nous préoccu- 
per des limites d'intégration si, comme nous l'avons fait, nous la trans- 
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fonDOQS au prbkble en une intégrali: ordinaire d'ordre p. Nous allons 
m < fcH»irr %nn:m c m 3 fuit calculer la varîaaon de cette int^rale. 

4. D'après œ qui vient d'etre dit, nous aurons : 

Gxnment cakulerons>nous la variation de ^^,'^ " ' , y ? Cette 

ä{\y ... À^ 

question se réduit i la suivante: i quoi est égale la variation de 3^% 

par exemple.^ Rappelons-nous qu'i l'instant quelconque/^, ou plus simple- 
ment /, les points de b variété F ont pour coordonnées : 

(5) 'i = *ii\,-\y 

A l'instant / -|~ ^^9 ^^ points ont pour coordonnées: 

x. + ^x, = \(\„ ... xp + x,(«., ... e., 0^/. 

Donc, pendant le temps S/, la \'ariété F se déforme, ses frontières 
aussi, mais cette déformation est complètement déterminée, autrement dit, 
chacun des pobts de F décrit une petite trajectoire parfaitement déter- 
minée par les équations (i). Désignons par F -^-iF ce que devient la 
variété F i Tinstant / -f- X/. 

Donnons une autre valeur 1[ i X^ , en conservant pour les autres X 
les valeurs données précédemment; i l'instant / nous aurons: 

et à linstant / + *'• 

< + ^< = MK> \, ... \) + xxK> K, ... «lO«'. 

Les accents pbcés au-dessus des 6 dans X- signifient que dans ces fonc- 
tions le premier \ z h valeur \[. 
Soit Vj = Xj -{- d\; alors: 
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dOQC 

OU 

Cette formule est fondamentale dans la théorie des invariants inte- 
gralo. Elle peut aussi s'écrire : 

i a _ a s 
a i 

Les dérivées 3^ et -r- sont donc permutables quand il s*agit des coor- 
d /, ot 

données du molnle Af ; on a en effet : 

en vertu de (5). 

Des valeurs de x^ et x,. -j- ^^i> de x\ et de x\ + ^^J on conclut 
aisément que ^îi^ = o, ... XV = o et que id'k^ = 0, ... id\^ = o. 

Nous sommes maintenant en état de calculer la variation de /^ . Si 
cette variation est identiquement nulle, quelle que soit la variété F, /^ sera 
un invariant intégral d'ordre p des équations (i). Le lecteur aura aperçu 
immédiatement Tanalogie qui existe entre une intégrale des équations (i) 
et un invariant intégral des équations (i). 

La variation de / devant être nulle quelle que soit la grandeur ou 
la forme de la variété F, il devra encore en être ainsi pour un élément 
quelconque de V; c'est-à-dire que la variation de 

2-^*-*^ d(\, ... x^) ^^« ••• ^% 

devra être identiquement nulle. 

L'instant / ayant été choisi arbitrairement, I^ conservera non seule- 
ment la même valeur pendant que F se déforme pour devenir V -^i Vy 
mais toujours elle conservera sa valeur initiale, qui est du reste absolu- 
ment arbitraire. Au n° i nous avons écrit pour Tintégrale F (x, , . . . x^ , /) 

la relation: 

F = constante arbitraire C, 

de même pour l'invariant intégral I^ on aura : 

I^ = constante arbitraire C. 
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5. Eo résumé, imagmons à rìnscant qudconque / une variété quel- 
conque F d'ordre p, située dans l'espace Ì n dimensions ; à l'instant / -{~ ^ ^ 
F est devenu F -{-iF; étendons l'înt^ale / respectivement à F et 
i F-f- ^'^; si les deux valeurs ainsi trouvées sont les mêmes, h sera 
un invariant int<^raL 

Plus loin nous donnerons les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que I^ soit un invariant intégral 

Chap. U. — Analogieê^ 

6. Void les principales raisons pour lesquelles j'ai fait usage du 
signe i du Calcul des variations dans les équations (i). 

A l'instant /, la variété F a pour équation : 

(3) ** = »*a.»-.v- 

A l'instant t -^it^ h variété F -^iF z pour équation : 

Donc nous ajoutons aux 6,. une quantité infiniment petite repré- 
sentant b x'ariadon de 9. due i la variation $/ de I, et cependant t ne 
figure pas dans ces fonctions 6. Le lecteur se rappellera qu'il en est de 
même dans le calcul des variations et c'est même li la caraaéristique 
de ce calcul. Les principaux problèmes que le calcul des variations sert 
i résoudre exigent aussi qu'on annule la variation d'une intégrale étendue 
à une variété V. Dans ces proUèmes les variations i sont arbitraires ou 
compatibles avec les conditions du problème et les différentielles d entrent 
dans des équations differentiates qui serviront à déterminer les fonctions 
cherchées; celles-ci feront connaître par ex. la variété F â laquelle il 
faut étendre l'intégrale proposée pour que sa première variation soit 
nulle. Souvent il faudra en outre qu'une variation d'ordre pair soit dif- 
férente de zéro, toutes les variations d'ordre moindre étant nulles. Il 
n'en est pas de même pour la variation de /^ : les variations i sont 
complètement déterminées par les équations (i); les diflférentielles rf qui 
indiquent des déplacements sur F sont qiulconquts, puisque F est quel- 
conque. Enfin X/ = XV = ... =0. 

7. En résolvant le problème suivant, on est encore amené à annuler 
la variation d'une intégrale étendue â une variété F. 

Quelles sont les conditions nécessaires et suffisantes pour que l'in- 
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tégrale: 






tendue i une variété F d^ordre />, limitée par des frontières fixes d'ordre 
^ — I, conserve la même valeur quelle que soit la variété V, toutes ces 
wiétés étant seulement assujetties à passer et à être limitées par ces 
frontières fixes? 

Dans ce problème les différentielles d et les variations X sont arbi- 
traires ; les variations des intégrales étendues aux variétés-frontières sont 
nulles, puisque celles-ci sont fixes par hypotlièse. 

Sek p = i. Dans ce cas les conditions nécessaires et suflisantes 
pour que 

mu 

dM. dMi 

dx. dx, -""^ 

où i et ; sont — ^ combinaisons des indices i, 2, . . . n pris 2 

i 2. {Traité d'Analyse par É. Picard, tome I, page 76). 

Soit /> = 2, « = 3. Les conditions nécessaires et suflSsantes devien- 
nent dans ce cas : 

dM„ , dM,, , dM,. _ ^ 

l^t^le de surface étant 

M,^dx,dx^ -j- M^jdx^dXj -\- M^^dXjdx, . 



IP 



(Même Traité, tome I, page 114). Dans ces démonstrations M. Picard 
ait usage du calcul des variations ; il le dit lui-même à la page 74 : 
• Pour trouver cette condition, nous allons avoir recours à une métliode 
d'une txirimc généralité en Mathématiques et qu'on a appelée la méthode 
des variations ». 

Le lecteur verra bientôt que le problème dont il est question ici est 
intimement lié à la théorie des invariants intégraux. 

M. Poincaré a donné la formule générale de ces conditions dans 
son Mémoire : « Sur les résidus des intégrales doubles » inséré dans le 
tome DC des Acta Mathematica. 

Le cas où /) = 2, et « quelconque y est complètement traité. En 

Rmi. Ort, Uûttm, FàUrm9, t. XV (1901). — Stampato U 18 aprile 1901. 10 
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écrivant (x, , ... x^ au lieu de M«,...,^ , et [st^] au lieu de x»^, ces 
conditions deviennent: 

/ V ' a(«.,x,,... x) a(«,, « . .. y.) ^ 

I •^•»»i ou 57 , ± 51^-5 ± . • • 

) ^ a(v. . » V.) ^ 

f -^ aìi3 = °- 

On prendra toujours le àgnc -|- si ^ est pair, et alternativement 
les signes -}- et — si ^ est impair. Il y aura autant d'équations de con- 
ditions qu'A y a de combinaisons de n lettres ^+i à /> + i. On aura 
soin d'écrire les indices des M et des x tel que ceb est indiqué dans (6) 
(permutations tournantes). Nous re\îendrons sur ce point important. 

Supposons que les coefficients M de l'intégrale / satisfassent iden- 
tiquement aux conditions (6), nous dirons, par analogie avec la termi- 
nologie consacrée pour les intégrales simples, que l'intégrale / est une 
inU'p^ak Je JifférentùIU cxacU Qk Méthodes nouvelles de la Mécanique ce- 
lesti • par M. PoiNC\tÈ, tome IH, page 14). 

On obdendra une int^rale de différentielle exacte en appliquant le 
théorème de Stx>k£S généralisé, qui permet de transformer une intégrale 
étendue i une varieté fertnéz quelconque d'ordre p en une intégrale 
d^ordre p -f* ^ étendue i une \-ariété non fermée quelconque d'ordre 
/>-{- 1 et limitée par la \-ariété fermée. Tr.insformons ainsi l'intégrale J^\ 

on obtient 

rf^i\'<A^ — - 



On voit immédiatement que si / est une intégrale de différentielle 
exaa*, elle sera identiquement nulle quand on l'étendra à une variété 
fermée ; en effet on aura alors / = / = o (formules 6). 

Supposons que /^ ne soit pas une intégrale de diôérentielle exacte 
et qu'on l'cicnde à une variété fermée ; l'intégrale / , qu'on en dé- 
duira, sera difiérente de zéro et sera une intégrale de diflérentielle exaae ; 
les formules (6) permettront de vérifier ce dernier poinL /^^, sera donc 
nulle quand on l'étendra à une variété fermée, 

La réciproque du théorème de Stokes que nous venons de rappeler 
^t vraie et nous sera d'une grande utilité dans la suite : l'intégrale /^, 
* àifféreniielU exacU est réductible à l'intégrale /^ d'ordre p. 

Rrmarqub. — Dans ce qui précède il est question souvent de variétés 
•'•••**> vojd ccmmient M. PomcAHÉ définit ces variétés dans son Mé- 
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moire : « Analysis situs » publié dans le Journal de l'École Polytechnique 
de 1895 : Si une variété est à la fois finie, continue et illimitée, elle 
sera dite fermée. 

Chap. in. — Ifwariants integratilo du I ord/re. 

8. Cherchons les conditions nécessaires et sufiîsantes pour que 

soit un invariant intégral des équations : 

(,) f=»,. 

Au chapitre I nous avons montré que cela revient à annuler la variation 
de /j ou plus simplement de l'élément quelconque 

(Dans ce cas /) = I et nous écrivons X au lieu de X J. Rappelons-nous 
que la variation de (x,.) est déterminée par (i), que les (x.) sont des 
fonctions quelconques de \ la courbe à laquelle nous étendons l'intégrale 
/, à l'instant initial i étant quelconque, et enfin qu'on a : 

8(2«,|?)=o 

devient ainsi: 

üsif »'.iî + l'-ë^'-'^ + 1^^'^ = » <-.= > 

ou 

Zd>2.Vd*, '+ dt +^'dxJ-°- 
La courbe: 
(3) *. = «,W 

étant quelconque, les -jr-i ou '^ seront aussi quelconques. Les coef- 



ou 
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dx 
ficients des -^ dans la dernière expression obtenue devront donc tous 

être identiquement nuls. 

Aucun doute ne pouvant subsister à ce sujet, insistons un peu. 

Supposons que -^ :^ o et faisons x, = x^ = ... = x^ = o ; d*oii 

dx^ _ ^^î _ _ ^ _ 
d'k~ dx dX ~^' 

la condition devient : 

Ce que nous avons fait pour x,, nous pouvons le faire pour les 
autres x; donc il faut qu'on ait les n identités: 

Ces conditions sont évidemment suffisantes ; ce sont n équations aux dé- 
rivées partielles du i' ordre et linéaires en Af.. Rappelons-nous que 

les variations des x^ étant déterminées par les équations (i) ; par con- 
séquent les équations (7) peuvent être remplacées par les 2 « équations 
différentielles ordinaires : 

XX; iAf, 



(8) ^^ -l^^T^ 



= it. 



9. Si les X. ne renferment pas / explicitement, l'invariant /, four- 
nira l'intégrale VM-X,.. (M. Poincaré). 

DÉMONSTRATION. — Ajouter les n équations (7) membre à membre 
après les avoir multipliées respectivement par X, , X^, ... X^ . L'expression 

ainsi obtenue montre que S^ Af.X. ^o. 



10. Pour que les 2n équations: 

Ì5L — ÌL 
X, - Y, 



^* =-^ = X/ (î = i, 2,...») 
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admettent un invariant de la forme /, = / /^yjàx^ il faui qu'elles 

soient canoniques (Note de M. Kœnigs. Comptes-Rendus, décembre 1895). 
DÉMONSTRATION. — Les condidous (7) deviennent dans ce cas : 

ou, en posant H = '>*)'» X^ , 

^ dH 



.X, _ ^ — . C. Q, F. D. 

dy.. 
On aura aussi //= y*^»'^» ce qui prouve que H est homogène et 
de d^ré un par rapport aux y. 

Si /, = / 2^yi^^i — ^^ ^^ ^^ invariant intégral des 2» -{"^ equz- 
ûons : 

hl — bl — h — ii 
X,~ Y, - X ~^' 

ces équations seront certainement de la forme: 



i 



X 



dH~ _dH <^ dH 

dy, dx, 2.y^dy, 






H = 2|jrj X^ — X. (Môme Note de M. Kœnigs). 
DÉMONSTRATION. — Les formules (7), ou un calcul direct, donnent: 

^ dX» dX 
\T dX^ dX 



ou 
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Y,= 


dH 


à-r 


Y 


dH 


Aj_ 


àyr 


dH 




dx 


= o. 



C. Q. F. D. 

La dernière identité montre que H est indépendant de x. 

II. Pour que j 2^MidXf -{• N^dyi soit un invariant intégral du 
S3rstéme canonique: 

dH dH~ ' 

dy, dx, 

il faut et il suffit que les 2» conditions suivantes soient identiquement 
satisÊiites: 

»Mj , v-/^ d'H ., d'H \ 

où 

Je dis que de l'invariant f ^^i^iàx.-^ N^dy- on pourra déduire I'm- 

DÈMOKSTRATiOK. — DènvcT Ics 2 II identités précédentes respectivement 
lur rapport 1 v,» . . • ^,; x^, . . . x, puis ajouter les 2 « identités ainsi 
obtenues membre à membre, après avoir changé les signes des termes 
dd n dernières. 



là. Les M équations difi&rentielks du 2* ordre: 
«I M(MMm i un système de a 11 éqoatîoDs du i' ordre : 
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Un pareil système n^admettra jamais un invariant de la forme / yÏM.dx. 

DÉMONSTRATION. — ft des condidons (7) deviennent: 

Af, = o. 

Dans ce cas il est plus pratique de calculer directement la variation de 
\Af.djc., puis de Tannuler. 

13. Si F est ime intégrale des équations (i), on aura Tinvariant 

DÉMONSTRATION. — S F ^ O par hypothèse 
ou 

^dF y ,dF 

De li on déduit, en dérivant par rapport à jc,. , 

'sèi ;ìM \ 

dx, ^'+ dt ^dx,dxJ — °- 

d F 
Donc les -^ — sont les coefficients d'un invariant du premier ordre (7). 

Exemple : Les équations canoniques du n° 11 admettent l'intégrale 
H, quand cette fonction ne renferme pas / explicitement, car alors Xi/ ^ o. 
S'il eo est ainsi, on aura l'invariant 

14. Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que : 

soit un invariant intégral du premier ordre des équations (i). 
On suppose À^^ ^ Â^. et A.. 7^ o en général. 
On aura successivement: 

-/a^rtv dx.dXi . dAadXidXi, dX, dxj^dXi^ dX^dx,dx\ _ 

~\dx, 'd-k d'k'^ dt d-k d-k~^ " dx, d-k d-k'^ ■» dx, d-k d\}~ 



TB. mm »•■»». 
-TT^-4^ CA mâsKCL 1» Ir il ■ ft sao fofffinmr 



Ce uxz js ccnâDGCa d^rds»; e3es poxvcnt se mettre sous forme 



X 



15. CoBâàsœs eaxre I^naiâxxt de h fonoe 
/, = / iAis,dx, ... Jx.. 
Un caksi aosiceoe i cdnt dn n* 14 danne les oxt&ioas : 



: G. 

(f = u 2, ... * — X. * -r 1 . ... «) 



16. DkuKs ks akuls prèoKioics nous avons £ùt un usage constant 
de b formuk (5) : 

)i ai ~2Îdx^ dl* 
Au n* 8 nous avons mis 3^ en ivileDce et nous avons annulé son 
coefficient, d'où les coodhioDS (7); cdles^ ne reafenneni pas ^. 

n est é%-ident que si l'on ranpbce dans ^.Wj^, les ^ par des fonc- 
tions ;. de X. , . . . X. , <, dont les varânons sont idatiquts à celles des 
^" et si l'on calcule ensuite la variation de ^A/j;., cette variation 
sera identiquement nulle ; en effet cette \-ariatian se présentera sous la 
même forme que cdîe de ^ï^^ly. »««: cette seule diflKrence que les 

dx- 

^ auront été remplacés par les ;.; les coeflBcients des -^ ou des Ç. 

sont les nicnies, or ces oxffidents sont nuls en verm de (7), donc etc. 
Posons 

I^O;. (.= ..2....-). 



d'où 



ÉTUDE SUR LES INVARIANTS INTÉGRAUX. Bl 

dx 
le signe O signifiant que les -^ peuvent être rempkcés par les fonc- 
tions l. des jc et de / et vice-versa, ces fonctions ayant des variations véri- 
fiant identiquement les équations : 

Mais on a d'autre part, en vertu des équations (i) , 

w 21(11^.+ §- Iff.) =0. 

Ce sont n équations aux dérivées partielles du i' ordre et linéaires; 
elles serviront à déterminer les fonctions Ç^, Ç^, ... Ç^. L'ensemble de 
ces n fonctions constitue une solution aux variations et sera désigné sim- 
plement par (Ç,.) ou par ($J). L'indice ' sert à rappeler que cette solu- 
don est intimement liée aux invariants intégraux du i' ordre; c'est pour 
cette raison que nous dirons parfois que ($j) est une solution aux va- 
riations du i' ordre. 

On aura donc i^Af.Çj ^o ou^Af.Ç[ = une intégrale des é- 

quations (i), si les Af,. sont les coefficients d'un invariant intégral du 
i*^ ordre et si les Ç'. forment une solution aux variations du i' ordre. 

Par exemple, si les X. ne renferment pas t explicitement, les équa- 
tions (9) admettent l'intégrale Ç . = X^ ; d'où ^ M ^ X. = une intégrale 
des équations (i). C'est le résultat obtenu au n° 8. 

1 7. Les raisonnements précédents s'étendent immédiatement aux in- 
variants des Ü?* 14 et 15. 
Posons 

Les conditions nécessaires et suffisantes auxquelles ces Ç doivent satisfaire 



sont: 



^'^) ZVdx/'+ dt T^r^' dx,^^^)-''' 

Au chapitre VIII nous ferons une étude plus approfondie des solutions 

aux variations. 

Rtmd. Cw€. UéUm. PûUtim, t. XV (1901). — Sumpato il 19 aprile 1901. 11 
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Chap. IV. — IntHMrtants intégraux du n** ordre. 



1 8. Cherchons les conditions nécessaires et suffisantes pour que 

/Hiple 
Mdx^dx^ .. . dx^ 

soit un invariant intégral du tC ordre des équations (i). M est une 
fonction des jc et de /. 

D faut et il suffit qu'on ait: 

grâce à la formule (5) on trouve aisément que 

^ d(jx^, ... x,) _ a(;c,, ... x^) yçdX^ 
i/d(\, ... 0~d(\, ... \n)Z^dx, • 

(Dans le chap, suivant le lecteur trouvera un calcul du même genre 
donné complètement), 
lyoù 

De (12) on déduit le théorème suivant dû à M. PoiNCARè (Af^- 
thodes nouvelles y t. IH, p. 41): 

Pour que 1 Mdx^ ... dx^ soit un invariant d'ordre n des équa- 
tions (i), U faut et il suffit que M soit un multiplicateur de ces équa- 
tions (i) (au sens de Jacobi). 

19. Faisons un changement de variables portant sur les x. Soit A 
le déterminant fonctionnel des x par rapport aux nouvelles variables 

I^ devient ![ = jMò, dy^ ... dy^ . 

Donc le multiplicateur devient Af A avec les nouvelles variables ^.. 
C'est la propriété de l'invariance du dernier-multiplicateur. 



ou 



ou 
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Changeons de variable indépendante; supposons qu'on ait -=- = Xi^ , 

où I, est la nouvelle variable indépendante, et Z une fonction donnée 
des X et de i. 

Les équations (i) deviennent 

Si M est un multiplicateur des équations (i), ne renfermant pas t 
explicitement, on aura : 



-j^ifA 



Ce qui signifie que -y sera un multiplicateur des équations (i)' si 

Z ne renferme pas t explicitement. (^Méthodes nouvelles, t. HI, p. 30). 
Reprenons le premier changement de variables. Soient 

(13) Ji = 9Xx, , ... X., 0=1» ... n) 

n relations données entre les anciennes et les nouvelles variables ; nous 
les supposons résolubles par rapport à jc, , . . . x, . 

Prenons la variation de y^ conformément aux équations (i); d'où: 

après y avoir remplacé les x par leurs valeurs en fonction des y et de /, 
on aura les équations (i) transformées. Soit ^'(y, ,...>,, "^^ "^^^" 
graie des équations (14); ce sera aussi une intégrale des équations (i) 
quand on y aura remplacé les y. par leurs valeurs (13). 

Supposons maintenant que les p premières fonctions f soient des 
intégrales distinctes des équations (i) et que les n — p dernières se ré- 
duisent respectivement i jc^, , ... x, ; les équations (14) deviennent : 

Les parenthèses autour de X^^, , . . . X, signifient qu'on a rem- 
jdacé X, , ... x^ par leurs valeurs tirées des p premières équations (13) 
en fonction de x^, , . . . x^ , t et >,,... >^ ; les /> dernières seront 
considérées comme étant des constantes. Je dis que tout multiplicateur 
des n — p dernières équations (15) est aussi un multiplicateur des n 
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équations (15); en effet, la condition (12) se réduit à la même expression 
quand on l'applique respectivement i ces deux systèmes. Cette remarque 
sera utilisée plus loin. 

Considérons encore le changement de variables défini par les 
équations : 

où les f . sont des intégrales distinaes des équations (i) et ^. des fonc- 
tions données de L Les équations (14) deviennent: 

(16) ^ = m) 

et la condition (11) se réduit i ^Af =0; donc tout multiplicateur de (16) 
en sera en même temps une intende et par conséquent tout multipli- 
cateur de (16) sera une intégrale des équations (i). Nous venons de voir 

en outre que si M' est un multiplicateur de (16) M^M' y** ••• tJ 

sera un multiplicateur des équations (i) ; on déduit de là que ^^^'*'"^''^ 

zzzxm multiplie, des équations (i); en effet, il est facile de montrer 
que le quotient de 2 multiplicateurs d'un même système est une intégrale 
de ce système. Soient ft, et ft^ deux multiplicateurs des équations (i). 
Au n° 18 nous avons vu que : 

^ df"^, ) • • • x_j 
d(x,, ... xj 

Représentons par v le déterminant qui figure dans cette identité. 
On aura: 

20. Dans v remplaçons les n* éléments 3^ , . . . -g^r^ par n so- 
lutions aux variations du 1' ordre (Çg), , ... (Çj, supposées distinaes; 
représentons par v' ce que devient v par cette substitution; on aura 
encore : 

ou 

Af v' = une intégrale des équations (i), 

ou 

^' = Tinverse d'un multiplicateur des équations (i). 
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Supposons maintenant qu'on connaisse p intégrales des équations (i) 
et n— /> solutions aux variations du i' ordre distinctes des n — p der- 
nières équations (15). Grâce à ces solutions on trouvera Tinverse d'un 
mukipliatcur de ces n — p équations ou des n équations (15) (voir re- 
marque du n^ 19). 

Soit M' ce multiplicateur; d'où 

M' = ^. 

si v' représente le déterminant formé au moyen des n — p solutions 
connues. 

Mais de M' on peut déduire un multiplicateur M des équations (i); 
on aura: 

0(X^ , ... Xp, Xp^i , . .. XJ 

ou 

V 

Remarque. — ^Le résultat M' = —7- est obtenu, au moyen de la théorie 

des transformations infinitésimales, i la page $7 du tome m du Cours 
d'Analyse de M. C. Jordan, 1896. 

Nous retrouverons bientôt les autres résultats exposés dans ce Traité 
et relatifs aux transformations infinitésimales. 

21. Posons: 

a(y, , ... xj) ^.^^ p« 

Lai signification du signe O a été donnée au n° 16. Ç" est une 
sdu&on aux variations d'ordre n. 
n faut et il suffit qu'on ait: 

(vdr n° 18), ou 

07) S(lf>.+lf-^1-^)=°- 

Si Ç" est une solution aux variations d'ordre n, et M un multipli- 
cateur, Af Ç* sera une intégrale des équations (i). 
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22. Par exemple, soit V ^ — - = o. Cest ce qui a lieu pour les 

équations canoniques. Alors on aura Af = i, Ç* = i. 

Si les équations (i) admettent le multiplicateur (i, indépendant de /, 
les équations: 



e-x, 

admettront le multiplicateur i, autrement dit tous les multiplicateurs de 
ce système seront des intégrales de celui-ci. 

Si ^1^ = I, on aura M = e"' et Ç" = e'. 

Si les X. ne renferment pas t explicitement, du multiplicateur M 
on pourra en déduire d'autres: 

dM yM 

dt ' dl* ' ' • • 

et ainsi de suite, jusqu'au moment où une de ces dérivées partielles est 
nulle, n en est de même pour la solution Ç". 

Si X> ne dépend que de x^ et de t, le multiplicateur M donnera 

I,= fvMdx^ ... dx^ 
K 15). 

Chap. V. — Invariants intégraux du (n — i)^ ordre. 

23. Cherchons les conditions nécessaires et sufiisantes pour que: 

/^, = I ^Miâx^^^dx.^^ ... dx^dx^ ... dx,_, 

soit un invariant intégral d'ordre n — i des équations (i) (î= i, 2 , . • . n). 
On remarquera tout d'abord dans quel ordre nous avons écrit les 
différentielles; si n = 5 on aura : 

1234, 2345, 3451, 4512, 5123; 

c'est ainsi que nous supposerons toujours écrits les différentielles dans un 
invariant d'ordre n — i. Le lecteur verra bientôt qu'il est important d'in- 
diquer la manière de ranger ces différentielles. 
Posons 

A sa ^C^I-4-i> ^>-«-a> •'• ^n9 ^t* '•' ^i^t) 

' d(\.x., ... V.) 
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On aura successivement : 



(5) 






1/ d\ 



d'où 



Ì4, 



ax,. 






a^i+j _|_ aXj., 



dX: 



dX: 



a*... 



I ax,-^. 

ax, ^ ax, ax 



aXj^, axj^, 



+ 



ax_ a*. 



ax. 
ax, 

ax._ 



a*i_. 
ax. 

dx. 

ax. 



ax_ 



a*iH-. ax^, "T ^jf_ . ^^^^ ^^^ 

+ des déterminants analogues au précédent, mais se rapporunt respecti- 
vement i la 2*, i la 3* , ... à la (« — i)* colonne de Aj . On aura donc : 

où/:=i, 2,...« — I. Si i-|-/>n on retranche « de t -|- / ; par 
aemple i-\-n — i a la même signification que i — i . Le symbole A(^, est 



dX: 



Bx, 



Ul 



un déterminant analogue à A. , mais ce sont les éléments ^J^\ • . • 3t- 
qui n*y figurent pas. Les parenthèses placées autour de A._^j signifient 
qu'il faut encore permuter les colonnes de ce déterminant de manière 
que les indices des x soient placés dans l'ordre indiqué ci-dessus. Si 
i -j- / ^ n, les indices des x dans (A.^,) sont rangés comme suit : 

i + I, i + 2 , . . . i + / — 1, i, î + / + I , . . . n, I , . . . i — I. 

D'après nos conventions il faut que cet ordre devienne: 

i -|- / + I, i + / -|- 2 , ... n, I, 2 , ... i , ... I ' + / — I. 

Un calcul facile montre que cela exige « -|- / -|- i -f- (^ + 0(^ 4" ^) 
permutations, ou si n est impair : un nombre impair de permutations ; 
â If est pair, { -|- i permutations. 
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S f-f-/>% les iodices des x dans (A.^,) sont rangés comme suit: 

f 4" I» « + ^ » • • • "» '» 2 » • - • * + ' — ^ — *>«>« + ^ + I — «, . . . i — I. 
ïfapris nos omvcniions il £iut que cet ordre devienne: 
î-j-'+ï — «»» + ' + ^ — n,...f,...ii,i,...î-[-/ — I — n. 
Cria exige le même nombre de permutations que dans le premier cas 
(oD peut toujours né^Kger un nombre pair de permutations). Donc si n 
est impair: 

Si H est pair: 

I C%s: Il impair. 

On pourra faire dans cette fonnule / := n , car cela revient à ajou- 

dX 

ter et i soustraire Af A.-g-i- . Posons î + / = i (i = i, 2 , . . . n) : 

Les i et ib jcMiant k m jme râle, soot pennutables ; nous pouvons donc 
mettre A en Mdence; annulons son coefficient: 

2* C\s : R pair. 

On raisonner! comme dans le premier cas. Ou posera : / -|- f = it, 
d»où l = k — Ì (l = i, 2 , . . . «). 
On obnendra: 

et enfin après avoir mulripKè le coefficient de A. par ( — i)' : 

où ;— M\^ est écrit pour (— ly M\ 

Remarque. — La formule (i 9) convient aux invariants d'ordre n — i 
quelle que soit h parité de r si on convient d'écrire ces invariants comme 
suit : 

/' = 1^ M'dxdx^ ... ix. dx. , ... rfx,. 



^TUDE SUR LES INVARIANTS INTÉGRAUX. 89 

Car si If est pair : 

C = J^M^^x.^i > • • • ^^«^^, > • • • ^^i-i • 
Si n est impair : 

C = - /s I- ^tàx,^, . . . dx,,, . 

pen conclus que la formule qui figure dans la Note de M. Kœnigs ren- 
ferme une erreur de signe. (Comptes-Rendus, page 25, Année 1896). 
Cette erreur se retrouve à la page 463 du tome II du Traité de Mécanique 
raiionndk par Paul Appell. (1896). M. Kœnigs écrit Af*, alors qu'il 

fiuti- Ml'. 

24. Les conditions (18) et (19) peuvent aussi s'écrire: 

W S(^'^.+'-^+l-^l'l|-l-M'|f)=o. 

Dérivons les equations (18)' respectivement par rapport îl x^, x^, ... x^ 
et ajoutons membre à membre les identités ainsi obtenues ; cette somme 
pourra s'écrire: 

Donc ^-3 — est un multiplicateur. 

Si n est pair, 2_ ""^ sera un multiplicateur. Nous retrouve- 
rons ces résultats plus loin, grâce à un théorème de M. Poincaré. 

25. Dans la Note mentionnée ci-dessus, M. Kœnigs dit: « Pour con- 
struire l'invariant intégral (n — i) de la forme la plus générale, on cher- 
chera une équation C(6) = o formant avec /^-^a^ — = oun système 

jacohien. Si C(6) = \k2j5 — et si (jl désigne un multiplicateur du sys- 
téme (i), l'expression générale des coefficients sera: 

Af* = (aS. ». 
Je ne referai pas ici la démonstration indiquée dans cette Note, car nous 

JUüi. Gre Uûttm. PàUrmo, t. XV (1901). — Stampato il 2 maggio 1901. I3 
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— ^^-^M^— ^^— ^i^ I ^— — ^B^^— ■! ■■■■ 11 Û 

retrouverons ce résultat d'une manière beaucoup plus simple au Chap. VIIL 
En outre je montrerai qu'il faut écrire | — Af|* = (aS,., que les Af* peu- 
vent renfermer t explicitement, que l'équation ^ ^ — X^ = o devient 

^3 — X^ + -3-- = o quand 6 renferme t explicitement, enfin qu'il 

faut et qu'il suffit que les B^ forment une solution aux variations du 
i' ordre des équations (i). 

2j***. Posons: 

(;""') s^ra une solution aux variations du (n — i)* ordre des équations (i), 
si ces n fonctions de x, , . . . x^ et de < vérifient identiquement les n 
équations : 

quand n est impair, et 

(=0 it^+2l(lfi-r'-i-^r|f) = o 

quand n est pair. 

Dans ces équations X$"~' représente la variation de Ç""' prise con- 

formément aux équations (i) et est donc = i { T* -^ — ^h H — ¥p ) ^'* 

D'autre part on a écrit |— ^IJ"' pour (— i)*Çj"'- 

Posons Ç""' = -jjj, où M est un multiplicateur des équations (i); 

les v' devront satbfaire aux équations: 

(2iy ^ + 2i|fl-^l' = ^ ('^P^iO- 

Comme ces coaditions sont à la fois nòcessatres et suffisantes et 
comme elles sont identiques aux équations (8), j'en conclus : 

(22) Ç"-=-^ (n impair), 

(23) |_Çi-=^ („pair). 
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On avait au n^ i6: 
OQ aura de même : 



OQ 



OU 



j^ — = une intégrale des équations (i) (« impair) , 

yi-Afr'Af, 

== — -=-= = une intégrale des équations (i) (n pair). 

Cas particulier. — Soit ç une intégrale des équations (i). D'où (n° 1 3): 

Af. = ^-^ et y[-W*3^. = un multiplicateur, si n est impair; etc. Ce 

dernier résultat se trouve dans la Note déjà citée de M. Kœnigs. (Voir 
n« 25). 

Chap. VL — Jtelattans entre des Invariants Intégraux 
d'ordres différents. 

26. Théorème. — Connaissant /^ et I^ on pourra en déduire L . 
Cependant si /> = j = un nombre impair, 7,^ sera identiquement nul. 

Up9 7^, 7^^ représentent des invariants respectivement d'ordre p, 
î»^+î- Nous ne reviendrons plus sur la signification de ces symboles, 
ni sur ceux qui ont été employés précédemment ; ainsi M représentera 
toujours un multiplicateur des équations (i), etc.]. Ce théorème est dû 
i M. Poincaré (^Méthodes Nouvelles, t. HI, p. 21). 

DEMONSTRATION. — Soit D uu déterminant d'ordre n. En vertu 
d*un théorème de Laplace on aura : 

7) = X(— 0"^^'- 
On sait que les lignes de D sont partagées en deux groupes com- 
prenant respectivement p et n—p lignas ; d est un déterminant partiel 
formé au moyen des lignes du i*' groupe et de p colonnes quelconques 
de 7); A' est le complément de d. Enfin m = la somme des rangs 
des lignes et des colonnes de D qui entrent dans d. ^ comprend 

-^ ^ — rr ^—^ — ^ termes. 
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d X 
Soit If = 5, p = 2. Posons ^T-i- ^ f\ , etc. 



^.= rZAf,,.ifx,ix,., d'où: 



^z^J; / 0" ^z^v 



s »4 



= 0î 



ou que 



etc 



h h 

J klm 

n faut démontrer que: 

J ijklm 

-^ •/ ""0(12345) 

Or, en vertu du théorème que nous venons de rappeler, on a 

djijklm-) ^(ij\(klm\ (i}\(klm\ (ii\ßlm\ 
^(12345) Vï2/V345/ \i3/V245/"'"Vi4A23 5/ 

où (M est écrit pour -=^^1 . 
V12/ ^ d(\Xj 

Substituons ce développement dans la formule à démontrer; celle-d 

devient : 

Ce qui est maintenant évident, puisque la variation de chacun des 
facteurs X ^^ X ^^^ identiquement nulle par hypothèse. 

ij klm 

n nous reste à montrer que si j = /), I^^ sera nul si p est impair 
et différent de zéro si p est pair. Pour cela il suffit de remarquer que 

la somme des indices i, 2, ... 2/) des X est — fA-X-X— i. Si p est 

impair cette somme est mipaire, donc si la somme de p de ces indices 
est paire, la somme des p autres est impaire. U n'en est pas de même 

si p est pair ; alors ■ ^ ^ ' ^ est paire ; donc si la somme de p des 
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indices d^ X est paire, la somme des p autres est aussi paire ou d'une 
manière générale de la même parité que l'autre somme. Or c'est la pa- 
rité des sommes de ces indices qui décide des signes, donc etc. Exemple : 



J ij 



^jàx.dx. 



Uélément de /^ qu'on en dédmt est: 

+ai)(n)-(ii)C'>(;oüi)] 
-i«'«"[c.oci)-coc:)+(;i)c;)]- 

Donc I^ ^ o. 

Prenons encore un exemple très simple: 

On en déduit: 

/^= f fM^M^dx^dx^^-M^MJxJx^ 

= ff(.M. K — M^M;)dx^dx^ = o . 

Cet exemple sert à montrer combien il est important d'écrire dans 
on ordre convenable les différentielles qui figurent sous le signe d'inté- 
gration. Une permutation impaire effectuée sur les d x équivaut toujours 
à un changement de signe. Les indices des coefficients de I^ sont les 
mêmes et sont placés dans le même ordre que ceux des différentielles 
ix qui multiplient ces coefficients. Dans ce qui précède nous avons écrit 
par exemple M^^dx^dx. et non pas M^.dx.dx^; nous aurions pu écrire 
Mjidx-dXii mais comme dx.dx-^ — dx^dx^, il faudra supposer aussi : 

Sinon on n aurait pas : 

Mijdx^dXj ^ Mj^dx.dx^ . 

Donc une permutation impaire effectué^ sur les indices d'un coef- 
ficient d'un invariant équivaut aussi à un changement de signe. 
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Corollaires. — La réciproque de ce théorème n'est pas vraie en 
général. 

Si /> est pair, de /^ on pourra déduire 7,^ , 7^^ , etc. 

27. Théorème. — Connaissant 7., on pourra en déduire 7^^,. (Mé- 
thodes nouvelles , t. m, p. 14). 

Étendons 7^ à une variété ferniie quelconque d'ordre p. Grâce au 
théorème de Stores généralisé (voir n° 7) nous en déduirons 7 , que 
nous pourrons étendre à une variété ouverte quelconque limitée par la 
variété fermée d'ordre p. Nous avons vu au môme numéro 7 que si 
7^ est une intégrale de diflférentielle exacte, 7 est identiquement nul; 
nous savons aussi que 7^^, déduit de 7^ est une intégrale de diflférentielle 
exaae, donc a de 7^^, on veut déduire 7^, au moyen du même pro- 
cédé, on aura 7^, ^ o. 

Nous avons étendu 7^ à une variété fermée quelconque d'ordre p ; 
donc si J. n'est un invariant intégral que lorsqu'il est étendu i une va- 
riété fermée quelconque d'ordre ^, on pourra encore en déduire 7^,. 
M. Poincaré appelle /^: invariant intégral relatif. Le théorème précé- 
dent peut s'énoncer d'une manière plus générale: 

Connaissant 7^ ou /^, on pourra en déduire 7^,. 

28. Conséquences des deux théorèmes précédents. 

Connaissant 7^ et 7,_^ , on pourra trouver un multiplicateur Af. En 
effet, conservant les notations, on aura : 



= f^M.M' 



dxjx.^^ ... rfx.^,. 



si p = I par exemple. Pour passer de l'ordre i, i-^iy ... n^ ï, ... i — i 
à I, 2, ... n il faut (i — i)(fi — i -|- 1) permutations, donc si n est 
pair on aura : 

M = ^M,\-M\' (n^ 25). 

Connaissant p intégrales distinctes de (i) et 7^__^, on pourra trouver 
un multiplicateur M. Chacune de ces intégrales fournira un invariant du 
I*' ordre (n** 13); ces/) invariants en fourniront un du />« ordre (n® 26); 
nous retombons ainsi sur le cas p:écédent. Il est facile de voir que cet 
invariant du />• ordre sera 

/y ^(?.> "' ^^^ Jx> ... dxa 
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^ 9i > • • • ?^ ^^^ 1^ P intégrales connues. Si p=i on retrouve le 
théorème de M. Kœnigs (n® 25). 

Connaissant /, , on pourra en général en déduire un multiplicateur 
et un seul, au moyen des théorèmes des n*'* 26 et 27. La démonstration 
de cette proposition étant longue et facile^ je ne la donnerai pas. 

Grâce au théorème du n° 27 on pourra retrouver le résultat du 
n'24. 

29. n est évident que, si à un invariant intégral /^ j'ajoute une in- 
tégrât E^ de différentielle exacte d'ordre />, j'obtiendrai un invariant in- 
tégral relatif J^ d'ordre p. Mais la réciproque n'est pas é\ndcnte ; elle 
est vraie cependant et peut s'énoncer : Tout invariant intégral relatif 
7^ est la somme d'une intégrale de différentielle exacte E^ et d'un inva- 
riant intégral (absolu) /^. {Méthodes nouvelles, t. III, p. 14). 

Il faut démontrer que Jp'=Jp'\'£p9 égalité où J. est seul connu. 

Soit pz=zi. 

Par définition, i/, est identiquement nul quand on étend /, à une 
comht fermée ; on en conclut que l'intégrale égale ài/, est une mté- 
gralc de différentielle exacte, car il serait aisé de montrer que la réci- 
proque de la proposition suivante (n° 7) est vraie : Une intégrale de 
différentielle exacte est identiquement nulle, quand on l'ctend à une va- 
rieté fermée. (Les fonctions que nous considérons sont uniformes). On 
pourra donc écrire : 



^=/2iif--/« 



Oq 


a en outre: 












if. r.iu 


si nous 


posons : 




/% 






£, 


. = fäU. 


D'où: 






•/ 




R. 


iu 


-Zdx/*+ dt ' 
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Si U est une intégrale de cette équation on aura : 

Soit /) = 2. 

car -^ est une intégrale de diflférentielle exacte, et nous savons qu'une 

pareille intégrale est réductible i la forme indiquée ci-dessus ; de U nous 
déduirons la réciproque du théorème de Stores, que nous avons énoncée 
à la fin du n® 7. (Traité d'Analyse par E. Picard, 1. 1, page 117). Donc 



*é=f2'''" 



£, est aussi réductible à une intégrale du i** ordre. Posons: 

D'où 

Ce qui aura lieu si on satisfait aux n équations suivantes: 

Ces équations ne représentent pas des conditions nécessaires. En effet, 
il suffira de satisfaire aux conditions : 

(.4) ^. + |I = 5(||x, + ^ + ||b,). 

OÙ F est une fonction arbitraire de x, , . . . x. et /. 

On procédera de même pour le cas où p a une valeur quelconque. 

Remarqije. — La présence de la fonction arbitraire F dans les con- 
ditions (24) prouve que tout invariant intégral relatif peut être décom- 
posé d'une infinité de manières en une somme d'une intégrale de diffé- 
rentielle exacte et d'un invariant intégral (absolu). 
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29*^. Théorème. — Pour que /, = i^X.rfx. soit un invariant 
rebüf des équations (i) il faut et il suffit que ^-^z=itj où H est une 

fonction quelconque des x et de /. [Les variations S sont toujours dé- 
finies par les équations (i)]. 

DàMONSTRATION : 

La variation de /, devant être nulle quand la courbe y est fermée, 
on voit qu'il faut et qu'il suffit que les -ç-p soient les dérivées partielles 
d'une môme fonction H. 

30. Théorème. — Connaissant q solutions aux variations du i" ordre 
ästmctes et I^ , on en déduira / . (On suppose q ^ />). 
On a (soit /> = 3, y = i) : 



dx.- 



av 



'Oln 



D'où: 





l?0 5- 




'':o5.- 




c àx. dXi 










En développant ce déterminant on obtient enfin : 

A = flKjX^idx.dx,+ l.dx.dx, + i,dx,dx;). 

Si on connait encore une autre solution aux variations on déduira 
de /^ , Tinvariant /, ; etc. 

Mmi, Cêê$, iimUm, PëUrmc, t. XV (1901). — Stampato il 2 maggio 1901. 
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GéNÊRALiSATiON. — La coniuissance d'une solution aux variations 
d'ordre j, permet de déduire de I^ , l'invariant / . 
Reprenons l'exemple précédent; on a: 

Rempbçons ^S^' ^V par Ç*^., et les deux autres déterminants (que 

nous n'avons pas écrits) par ÇJ,. et par Ç^j . Nous déduirons de l'identité 
ainsi obtenue, l'invariant /, . 

Exemple. — Si les X^ des équations (i) ne renferment pas / explici- 
tement, on pourra de / déduire / (n® i6). 

Chap. Vu. — Invariants intégraux du p^ ordre. 

31. Nous avons déjà étudié les invariants d'ordre un, d'ordre n et 
d'ordre n — i. Si nous voulons chercher direa^ment les conditions 
nécessaires et suffisantes auxquelles les coefficients d'un invariant d'ordre 
2, ou 3 , ... ou n — 2 , . . . doivent satisfaire, nous nous voyons obli- 
gés de faire des calculs très pénibles. Voici comment on pourra éviter ces 
longs calculs. 

Soit /) = 2. De /, = f^Nidx. on déduit (n^ 27) : 

Nous avons vu que cette dernière intégrale est une intégrale de différen- 
tielle exacte, d'où 

en désignant par P. le coefficient de dx. dans cette intégrale. Les con- 
ditions (25) peuvent s'écrire: 

où -r^, -T^ , ... sont écrits pour -.r— ^, -.r— ^ , . . . 
% ] ox. dxj 
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(25)' représente les conditions nécessaires et suffisantes pour que 

'■ = /|(T'-f)-.-. 

sent un invariant intégral (absolu). Pour s'en convaincre, il suffit de re- 
marquer qu'au lieu de calculer il^ sur I^ même, on peut calculer d'abord 
S/j, puis transformer le résultat obtenu en une intégrale du 2* ordre; 

celle-ci sera -jrr > 2 faut et il suffit que b variation X/^ soit identiquement 

nulle, d'où (25)'. 
Posons : 

(2j)' devient : 

w 5(^.'^ + ^ + ^« If + «.,lf )= »■ 

Chose curieuse, les formules (26) représentent non seulement les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour que / ^ (-^ ~ I dx.dx^. soit 

un invariant intégral, mais aussi pour que / ^M..dx^dx. soit un in- 

variant intelai du 2** ordre, celui-ci n'étant plus une intégrale de diflfé- 
rennelle exacte. En effet, supposons que nous calculions direaement la 

variation de T 1 -r^ A\ J^J^ Jl ; on voit immédiatement que la 

forme particuLère des coefficients —A r^ n'aura aucune influence sur 

le résultat final, autrement dit les conditions (26) ne doivent pas être mo- 
difiées quand oa suppose que les M .y ne sont pas de la forme -^ — - — -^ — -. 
Grâce à ce procédé il sera tout aussi aisé de trouver les conditions dans 
le as où p = 3. De /, = / ^N^jäx^dx. on déduit 

Au Ueu d'annuler direaement la variation de I^ , nous calculerons d'abord 
J/j, puis nous mettrons le résultat obtenu sous forme d'intégrale du 
f ordre; celled sera ^e ì il^, donc elle doit être identiquement 
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nulle. Opérant ainsi, nous aurons successivement: 



■Jt- = fy,àx,dx,, 



où Py représente le premier membre de (26). 
Puis 

Effectuons les calculs indiqués, remplaçons 
nous obtiendrons les conditions cherchées: 

De ces formules on pourrait déduire celles qui conviennent au cas 
où /> = 4, et ainsi de suite. 

32. Au moyen des formules (26) ou (27), on pourra démontrer les 

propositions suivantes: Pour que / / /j^Af,.dx.d)f. soit un invariant 

intégral du système canonique du n° 11, il faut et il suffit que les Af,. 
soient une menu intégrale de ce Systeme. 

Corollaire. — Les équations canoniques du n® 1 1 admettent l'm- 

variant /^ = / ^ dx-dy^. 

Pour que /^ = 1 ^^x.dy. soit un invariant de 

il faut et il suffit qu'on ait: 

^ ' > OXj 0*, 

dX,_dX^ 

Corollaire. — Ce sont aussi les conditions nécessaires et suffisantes 
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pour que le système proposé admette Tinvariant relatif/, = / /* yjdx.. 
(Comparer avec le n® lo). Pour que ce même système admette Tinva- 
riant /, = / ^(' + i)^irfj>f, + ^^i^Ja ^ /^"' ^^^^ soit canonique. 
Posant: 

il faut qu'on ait : 



K.. = — 



dyr 
ÒH 



dx ' 



ou que 



^i — 1 > 

^' ~ ~ i + I 

Or ce sont là précisément les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que la variation de /, soit identiquement nulle (y), 
II faut encore que : 

^ qu'on interprétera aisément (n® lo). 

De /, on déduit -^a = / /[ ^^•^)'.> ^^ conditions (28) ne sont pas 
Süffisantes pour /, ; cette contradiction apparente disparaîtra quand on aura 
remarqué que /, peut aussi se déduire d'un invariant relatif de la même 
^^'"Qie que /, . Celui-ci peut aussi s'écrire : 

flyàx + lfdl^xy. 

33. Pour que le système : 

X, - Y, -Z, -*' 
*^ette l'invariant I^— 1 ^dxdyd^if il faut et il suffit qu'on ait iden- 
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tìquement : 

La démonstration de cette proposition est longue. Voici comment on 
procédera ; quoi qu'il y ait 3 n variables dépendantes on ne donnera aux 
indices ij y, / ou k que les valeurs i, 2, • . . n ; mais on posera : 

de môme Af,, y^,/^,, sera le coefficient de dx. dxjd:^^ dans 7^; il n'y 
aura donc que les Af dont les indices sont de la forme (î, i + ^» * + * '^) 
qui seront différents de zéro; en outre on ne devra pas écrire ^ Af^^ j^ j^^, , 
car cette variation est identiquement nulle. 

Corollaire. — Pour que le système proposé admette l'invariant relatif 

/^ = / ^{xdydi(^ + ydx^dx -j- T^dxdy) il faut et il suffit que les con- 
ditions (29) soient satisfaites. 

34. Les équations (26) ou (27) ou d'autres analogues pour les cas 
où /> ]> 3 nous permettent d'écrire immédiatement les équations qui ser- 
vent à déterminer les solutions aux variations d'un ordre quelconque. 

Posons 

On a 
ou 

On doit ensuite mettre (ij) en évidence; c'est par cette opération que 
les Af;y deviennent Ai,.j et Af^y (26); avant la permutation des indices 
î, ; et k, on avait (26): 



d'où 



De (27) on déduira: 
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On se rappellera que : 

en vertu des équations (i). 

Chap. VIII. — Solutions aux variations, 

35. Théorème. — Pour que les deux équations : 
do ^ .do 



V7 O^ V I ^^ 



(jo) { *_5o (*=i, 2....I.) 



fonneot un système jacobien, il faut et il suffit que (Çj) soit une solu- 
tion aux variations des équations (i) 

0) ^ = h. 

DÉMONSTRATION. — Écrivous les 2 équatious (30) sous la forme: 



^^°)' l C(e) = 

Pour que ce système soit jacobien, il faut et il suffit *) que 

^[C(9)]-C[^(0)]so, 

OU que : 

co S(s|'.+t-|fî.) = °- 

Ce sont précisément les n équations (9) du n** 16. c. a F. d. 

Théorème. — Si ç est une intégrale des équations (i) /^^^Sg sera 

encore une intégrale de ces équations, si (Ç .) est une solution aux varia- 
tions de ces équations (i). 

De même, si 4^ est une intégrale de 

A(\lf) sera aussi une intégrale de cette équation. 



•) Cours d'Analyse par M. C. Jordan, 1899, t. III, p. 7079. 
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En effet, 9 temt une intégrale des équations (i), on aura : 

^(ç) = o, 

dOQC 

^[C(ç)]so, 
ou 

C(?) = une intégrale de ^ (0) = o. 

Remarques. — Les équations (30) formant un système jacobien, 
admettront n — i intégrales cotnmuncs distinctes; si C((f)^o ou si 
-^(•i)^o, on en concluent que 9 ou que^ est une intégrale commune 
aux dcxix équations (30). 

La seconde équation du système (30) admet l'intégrale / ; ce n'est 
pas une intégrale du système; la fonction arbitraire FQ) n'est pas une 
intégrale distincte de /. 

Théorème. — Si 11 est impair on a : 

^' M' 
Si » est pair on a: 

Ci — jg (I = I , . . . «). 

DàMONSTKATiOK. — Posons Çj = -^, OÙ M est UQ multiplicateur; 

je dis que les v, sont les coefficients d'un invariant d'ordre n — i, ou 
ceiut-d changis de âgne (« pair). 

(?) - — w — 

_ ai ^ * JL^dx^ 

- W ' 

Donc il faut et il suffit que : 

[Comparer ces conditions à (18) et (19) du n* 23]. 

Remarque. — Ce théorème donne la véritable signification de celui de 
M. Kœnigs (n** aj)- 
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CosoLLAiRE. — Soit ft impair; de Af^j =: M', on déduit que 
J-^ = un multìpUcateur ; donc ^ (^ + ^' d7 ^°° ^) ~ ""* 
intégrale des équations (i). (Cours d'Aitalyse de Jordan, t. Ill, p. 84). 

36. Théorème. — Le système canonique du n" 11 admet la solu- 
fion aux variations : 

p — ^ 

^' ~ dy. ' 

■^' (•• = 1,2,...«) 

« — ^? 

ä ? est une intégrale de ce système. (Méthodes nouvelles, par H. Poin- 
caré, t. I, page 166). 

Les n premières conditions (31) peuvent s'écrire: 

n faut dén:ontrer qu'elles sont identiquement satisfaites par la so- 
lution que nous venons d'indiquer, c'est-à-dire qu'on a : 

C'est ce qui aura lieu; ç étant une intégrale: 

Sç = o, 

ou 

(?,if) + |î^o. 

Dérivons c-tte identité par rapport à j^., nous obtiendrons l'identité 
Pr^édente à établir. 

Corollaire. (Théorème de Poisson). 

Si 9, et 9^ sont deux intégrales du système canonique (n^ ii), 
(?,, 9J sera aussi une intégrale de ce système. 

Cela résulte immédiatement du 2* théorème du n** précédent; on 
aura: 

y (|ÌL 1?.. _ |li |î^\ = une intégrale. 
N.B. Le théorème dont nous venons de nous servir peut être con- 

Rmi, Gr«. hUUm, PtUtrmc, t. XV (1901). — Sumpato U 3 màggio 1901. 14 
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sidéré comme une généralisation du diéorème de Poisson ; il fait certai- 
nement mieux comprendre le véritable sens et h portée ou puissance 
de ce dernier, que b démonstration qu'on en donne habituellement, dé- 
monstration basée sur Tidentité de Poisson. 




1= I, 2, ... »4- 1> 

X.,, = I 



dx dx, 



(^ = I , . . . Il + I) 



A[c(, )] - cum] = 52(^.|| - «.|f )f.- 

Cette dernière expression est identique à la parenthèse de Poisson 
généralisée : 

{j(H), c(e)), 

OÙ X;, pi sont les variables conjuguées. 

Les conditions (31) nécessaires et suflkantes peuvent donc s'écrire: 

(31)' (^e, ce) = o. 

n est bien entendu que cette identité doit avoir lieu quel que soit 6 ; 
dans cette expression chacun des coefficients des 3— ou />, devra être iden- 
tiquement nul. Par exemple, si 9 est une intégrale de (i) c'est-à-dire si 
^9^0, il ne faudra pas conclure de là que la condition (31)' est iden- 
tiquement satisfaite; on a alors par définition (o, Cç) = ACff. 

On laissera les 6 et par suite le/), indéterminés. 

Théorème. — Si Ç. et Çî sont deux solutions aux variations des 
équations (i), on en déduira la solution 

DÉMONSTRATION. — Posons C^ = V -3 — Çj , ct rappelous-uous 
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Fidcntiié de Poisson : 

{Mc„ Q) + {c,çc,, A,)) + (c;(^„ CO) s o. 

Les deux derniers termes du premier membre sont identiquement nuls, 
quel que soit ; d'où 

(^e(C„Q) = o. 

Donc (Q, Q) = o formera un système jacobien avec b première 
des deux équations (30) : 

(Q. Q= cc;_ CC. = 2Î2I(||5,-||5;)|^^. 

On remarquera que le coefficient de -^ est identiquement nul, puisque 

E ^ o , E' ^ o. C. CL F. D. 

Remarque. — On peut aussi déduire ce théorème de (31) et d'iden- 
tités semblables où Ç,. aura été remplacé par l[ : on différentiera les n 
identités (31) par rapport à x., et on multipliera les résultats obtenus 
par l'. ; puis on fera la somme membre à membre de ces n identités dé- 
duites de (31); on en fera autant pour les n autres identités: on sou- 
straira membre à membre les deux identités ainsi obtenues; cette nouvelle 
identité permettra de montrer que 



5(11^.-11«) 



satisfait identiquement à (31). 

(Comparer avec le n° 71 du Traité de M. Jordan, t. HI). 

CoROiXAiRE. — Si M* et M" sont les coefficients d'un invariant d'or- 
dre » — I (on supposera n impair par ex.) et si M est un multiplica- 

teur I par ex M = > -^ — I , je dis que 

dxj 




est aussi un multiplicateur. 

DÉMONSTRATION. — De $. = -j^, Ç! = -77^ ^^ déduira $'/; on sait 
que Af $'/ = M"'. 

De M"' on déduit ^ -^ — = un multiplicateur ; après quelques 
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réductions évidentes ce multiplicateur pourra se mettre sous h forme in- 
diquée par le corollaire. 

38. Pour que -y-i = -^* = it admette la solution du n® 36, il faut 

A. /,. 

et il suffit que ce système admette Tinvariant /, = / V dxJy (n** 32). 

DÉMONSTRATION. — Dj Xç ^ o, OU déduira ^ ^ ou S^.; on éga- 
lera cette valeur à celle donnée par (31); d'où deux équations de condi- 
tion, en annulant les coefficients de -^-^ et de -=r^- On fera les mê- 
mes calcub pour y).. 

39. Le théorème de Laplace (n® 26) donne respectivement: 

à nous posons: 

r»-i ^ — ^ o C*i » • • • *.-i *i+i » • « • *«) 
'' ^^ sp ^J 






O 






Adoptant cette notation, on aura d'après le n® 25 : 
d'après le n° 21 : 
où Afg désigne une intégrale des équations (i) ; d'après le n" 55 : 
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Ol aura de même : 

Eq effet, soit /^ = / Afdx, . . . dx^. 
On en déduit: 



ce qui montre que (— i)*"^^ Af Ç*~* est un co efficient M., d'un invariant 

C— ly^^ Mi- 
intégral du 2* ordre. Réciproquement, ^^ '^j-f peut être considéré 

comme une solution aux variations d'ordre n — 2 ; en effet on a : 
(33) 2] ^*^^lj'^ = u^^ intégrale, 

à on convient d'écrire : 

Ca= f^M*Ux^ ... dx^^dXi^^ ... dxj_^dxj^^ ... Ja:.; 

je dis qu'on aura : 

(33)' ZA^''^=^4?^ = une intégrale ii<j). 

ij ^ 

De /, et de /.__, on déduira I^ , d'où un multiplicateur; celui-ci divisé par 
un autre mulriplicateur donne une intégrale. c. a F. d. 

Dans ce qui suit nous écrirons ($,.y) pour ( — 1)*"^'$*^"*. 0'</) 

Eq vertu de la formule (32) nous aurons: 

(*= I, 2, ... If). 

Si dans ces formules k devient >;, il faudra remplacer (Çjy) 
par — ($ .j) , car dans ce qui précède on a admis que le premier indice 
est le plus petit des deux ; il faut eflfectuer un changement de signe, 
parce que: 

On fera un changement analogue quand k sera <[ i. 
De (34) on déduit immédiatement (n® 34) : 

(«) T^ + 5i[|f W-|f(M")-|f(M")] = ". 
oi (Ai'O est écrit pour (- i)'*^^'^« 
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Conclusion : Grâce aux solutions aux varbrions d'ordres supé- 
rieurs nous pouvons trouver les conditions auxquelles les coeflScients de 
/^^ doivent satisfaire, quand nous connaissons celles relatives aux coeffi- 
cients de I^ (n° 31). 

40. Reprenons le changement de variables défini par les équations 
données (13) du n® 19. 
On aura: 

^± — S'k^^ 



Posons encore: 



d'où 

On trouvera de même que 



dX O^** 

■9«, 



W 5, = 21^^,.. 

(tq.) sera une solution aux variations de (14). Je dis que les t). seront 
des intégrales des équations (1), si le changement de variables est tel que 
les équations transformées prennent h forme des équations (16). 

En effet, de ^ ou ^§^^X, + ^^ F,(0, et de (9) ideati- 

quement satisfait par (ç,), on déduira l'identité ^^— ^X^ -}- -^ ^ o, 

où TQ; doit être remplacé par sa valeur donnée précédemment. 

On pourrait aussi montrer que Xtq. est identiquement nul, la varia- 
tion étant prise conformément aux équations (i6); les t),. étant des inté- 
grales de ces dernières équations, on en conclut que ce sont aussi des in- 
tégrales des équations primitives (i). (Voir le n** 19). 

En outre, il faut et il suffit que les coefficients d'un invariant inté- 
gral d'ordre quelconque des équations (i 6), soient des intégrales de ces 
dernières équations, ou (ce qui revient au même) des équations (i). En 
effet, les conditions auxquelles ces coefficients doivent satisËiire deviennent 
pour les équations (16): 
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Remarokje. — Ce changement de variables, quoique impraticable en gé- 
néral, acquiert une très grande imporunce dans Texposé de M. Poincaré 
{Miibodis nouvelles, t. III, p. 7). 

En voici une application. 

Supposons que ^ représente une forme algébrique par rapport aux Ç^ 
et que cette forme soit une intégrale des équations : 

1^ = — iL> = s/ 

Par exemple, si on a : 

3 suffira de remplacer dans l'expression sous le signe intégral les dx par 
une solution aux variations du premier ordre pour obtenir une forme telle 
que 4». 

Les équations (38) définissent une substitution linéaire, dont le mo- 
dule est ^V ' * — ^ ou -TT- * en désignant par M un multiplicateur 

des équations (i). Soit ^' la forme transformée (38). Désignons par / 
un invariant supposé connu de la forme ^ et par i' ce même invariant 
pris sur la forme transformée *'. L'invariant transformé V étant une 
fonction des coefficients des -n. qui figurent dans ^' sera une iniigraie 
des équations (1). En effet, de *' on pourra déduire l'invariant intégral: 



K = fŒ^'<'..',dy.„...dya,V 



et nous avons vu que les coefficients de cet invariant intégral sont des 
intégrales des équations (i). 

Donc on a: 

i' = une intégrale de (i). 

D'autre part on a : 

puisque -jT^ est le module de la substitution linéaire (38) ; mais ce mo- 
dule est inconnu en général ; soit fx un multiplicateur connu, d'où : 

i' 1 — I = ip."* = une intégrale de (i). 
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Par exemple, supposons que nous connaissions n invariants intégraux dis- 
tincts de la forme /, = / V Af.dx^; on en déduira n formes distinc- 
tes linéaires en Ç ; le déterminant formé au moyen des n' coefficients M. 
est un invariant commun à ces « formes en Ç ; dans cet exemple 9=1; 
ce déterminant sera donc égal à un multiplicateur. 

Si dans ce déterminant nous remplaçons les Af. par Af;""', nous 
voyons que le déterminant formé au moyen de n solutions aux varia- 
tions d'ordre fi — i est égal à un multiplicateur élevé à la puissance 

(I - ny. 

Soit maintenant c un covariant de ^, de poids p et de degré q par 
rapport aux Ç. Comme précédemment, nous aurons: 



'-'{i)'- 



Les coefficients des » dans c' sont des fonctions des coefficients des -n 
dans ^', ce sont donc des intégrales des équations (i). 
De 

on déduira 

après avoir remplacé les yi^ par les Jy.; d'où enfin: 

(les Ç,. ont été au préalable rempbcés par dx^ dans c), (Méthodes nouvel- 
les, t. III, p. 36). 

On peut étendre ce qui précède aux solutions $"""' d'ordre n — i. 
Si nous effectuons le dernier changement de variables dont il vient d'être 
question, nous obtenons (n impair) : 

Les équations (38)' définissent aussi une substitution linéaire par rap- 
port aux Ç""' . Le module de cette substitution est précisément le déter- 

minant adjoint ou réciproque de A ' ' " ' "^ ; donc ce module = ( -tt l 
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Conservant les notations précédentes, nous aurons encore: 



d'où 



-^1 = intégrale de (i) , 



i=pL^Î-'>. 



Le déterminant formé au moyen des tC cocfEcients de n invariants inté- 
graux distincts d'ordre n — i est un multiplicateur exposant n — i ; d'où 
(en remplaçant Af* par M Çj) on déduira Ç" = (jl"' (n° 20). Le cas où 
ff est pair sera traité de la même manière. 

41. Cas où il y a plusieurs variables indépendantes. 
Afin d'éviter les complications inutiles nous supposerons qu'il n'y 
a que deux variables indépendantes /, et t^ . Soit 

(39) ix, = X'M-\-X]h^ (i=,,2...n) 

un système de n équations différentielles totales, complètement intégrables ; 
on aura donc : 

en posant: 

X/, * ^ • dx.^ dt 

Parfois nous poserons aussi : 

S,*^^,* (^°-" 37). 
Pour que 9 soit une intégrale de (39) il faut et il suffit que : 

X,9 = o, 
X,9 = o. 

Pareillement, pour que /, = / ^ Af^dx,. soit un invariant intégral de 
(39) il faut et il suffit que: 

S.M, + 2ÏM,|| = o. 
Pour que (Ç.) soit une solution aux variations de (39) il faut et il suf- 

!«■/. Gf«. Méttm. PmUrmo, t. XV (1901). — Stampato U 3 maggio 1901. 15 
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fit qu'on ah: 



(40) 

Posons : 






Le système (40) pourra s'écrire: 

(«o) i ^,i, = cx;. 

Donc, si ^j) est une solution aux variations de (59) le système : 

(41) I ^,* = o, 

( C* =0 
sera un système jacohitn. 
On aura 

( ^,C*sC^,*. 

Si ? est une intégrale de 

A,^ = o, 

4 s et L9 seront aussi des intégrales de cette équation; etc. 

En taisant usage des parenthèses de Poisson (n** 37) les identités (42) 

fvu^^^u sWrire : 

(J.*, ^,*)so, 

(^.♦, C*)30, 
(,<,♦, C*)^o. 
V>i iksiuin de U (a'' 37) Vf^ ^ (^ù ^ ($D sont deux solutions 
- ^^* KT I 53*- 1 — -^r^ Cl I est aussi une solution aux va- 

flàiÀ'M Ji* fwwcr ordre 

^^tWl t 4« ï^'*^ ^^'^'^ ^^ *^ ^"^ ^^ s'étend avec h même facilité 
^Î y 4 pteàw* wW)ks kidèpcadantcs. 
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Chap. DC. — JBoi^iK^ante earaetériêtigfues. 

42. Les If foQcdons Ç de x, , . . . x^ et ^ qui constituent par leur 
ensemble une solution aux variations du premier ordre des équations: 

(0 -^ = S/, 

sont dét.:nninées par les n équations aux dérivées partielles : 

D'après nos conventions le système (31) peut être remplacé parles m 

équations : 

(aA ^^' — ^S« _ S/ 



2. dx, ^' 



L'intégration complète de ce dernier système sera évidemment plus dif- 
ficile que celle du système (1) ; nous ne tâcherons donc pas d'effectuer 
cette intégration. M. PomcARè (^Méthodes nouvelles, 1. 1, page 1 62) sub* 

5 Y 

stitu2 aux X. dans les ^ ' une solution ç.Q des équations (i); grâce 
i cet artifice, le système (43) devient : 

Cest un système de n équations linéaires en Ç où les coefficients -^—* 

sont des fonctions connues dépendant de / seulement. 

Pour rendre Tétude du système (44) plus facile, M. Poincaré sup- 
pose que les X^ et la solution 9,.(/) sont des fonctions périodiques de Ì 
de période T. Les équations (44) deviennent ainsi un système d'équations 
linéaires en Ç à coefficients périodiques en t de période T. 

Voir: Méthodes nouvelles ^ tome I, pp. 63-68, 162-201; tome HI, 

pp* 4^^ 3* 

N.B. Nous n'avons cité que les parties de l'admirable ouvrage de 
M. Poincaré se rapportant directement à la théorie des exposants ca- 
ractèristi:}ues et des invariants intégraux. 
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Chap. X. — Cavariants intégraux. 

43. La notion de covariant intégral est une extension de celle d'in- 
variant intégral. Nous avons vu au n° 4 que si la variation d'un élément 
quelconque d'une intégrale étendue à une variété d'ordre p est identique- 
ment nulle, cette intégrale d'ordre p est un invariant intégral d'ordre p ; 
nous dirons de môme : si la (y + i)* variation d'un élément quelconque 
d'une intégrale étendue à une variété d'ordre p est identiquement nulle, 
cette intégrale d'ordre p est un covariant intégral d'ordre p et de degré q. 
I^ désignait dans ce qui précède un invariant intégral des équations (i); 
C^ j désignera pareillement un covariant intégral d'ordre p et de degré 
q des équations (i). 



D'où 



44. G)nsidérons le système canonique du n° ii. Si if est une fonc- 
tion homogène de degré p par rapport aux x, on aura : 

(^Méthodes nouvelles, t. IH, page 63). 
En effet : 

= {i-p)dH, 

S'Vx.d^f. ^o. c a F. D. 

De C, , on déduit: 

Si H est une fonction homogène de d^ré q par rapport aux y^ on 
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aura: 






Si H est une fonction homogène de degré p par rapport aux x et 
de degré q par rapport aux y^ ^xy sera une coïntégrale du i' d^ré, 
c'est-à-dire que i'^xy ^ o. 

Si H = //"^ + //"^ , où H^ représente une fonction homogène en x 
de d^é p et indépendante de y et où H^ représente une fonction ho- 
mogène en y de degré q et indépendante de x, on aura : 

C,,, = J^(qx,dy,—py,dx;), 

En effet: 

K, Csri dH. .dH , JH. ^ .dH\ 

= f(P+q-pq)dH. 

Exemple. H =^ -^ t/, où t/ est une fonction (de force) 

supposée homogène en x de degré p et indépendante de y. Cette valeur 
de H se présente en dynamique. 

Faisant dans ce qui précède y = 2, on obtient: 

I, = JX(2xdy-pydx)-{.(p-2)tfx{y^-^dx). 

{Miihodis nouvelles, t. I, page 171 et t. IH, page 66). 

Supposons en outre p = — 2 (ce qui se présenterait si l'attraction 
sWçait en raison inverse du cube de la distance) ; alors : 



C,„ = fdX^y. 



En Dynamique jf = m-jr- , d'où 

c„.=/^(^I--). 



e X"^ ^^ ^'^ amoÊtgpic du 2* dejré, c'est-i-dire que 
Soaa 
V^— t ^^^ssn une csioD^nle dn i' degré (n* ii. Démonstra- 
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Täit saâ ieor grnrrafaooa dans la théorie des covariants intégraux. 
Uoe csmiiie praicDce est cependant nécessaire; par exemple, il n'est 
pas fTVT %iî i£ie que le qnodent de deux comaltiplicateurs du i*^ d<^é est 
une aûttgrak da i"^ degré. 

45. Soi 

C^ = /mJx. ...Jr., 

où noQS sapposeroos ({ik M est indépeadant de I. I^où, en vertu du 
et S les A*, ne raifcnnent pas t eiq>lìdtenìent : 

Cest Téquatioa qm servira 1 dét«3xmner les comultiplkateurs du i' de- 
gré, iiidcp^ndants Je f, quand les A*- ne renferment pas / explicitement. 
Si les équations sont canoniques (n'* 11), on déduira de C. , le mul- 
^plicateur (Af, H) ; d*où Ton conclut que dans le cas des équations ca- 
noniques, réquation (45) peut s'écrire: 

((Af, H)H) = a 
U sera une coïntégralc du premier degré. 

a6. Les notions développées dans le Qiap. VI s'étendent facilement 
aux covariants intégraux. Le n"* 26 devient : Connaissant C^^ et Cy^^, on 
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pourra en déduire C^^^^^^^f . Cependant sip = p' = un nombre impair, 
C, ^^^f sera identiquement nuL 

Si ^ + ^' = fi, on obtiendra un comuldplicateur de degré q -|- ?'• 
Cest ainsi que de plusieurs coïntègrales et covariants connus on pourra 
déduire parfois un comuldplicateur. 

Le théorème du n° 27 devient : Connaissant C^^ , on pourra en dé- 
duire C^, ^. 

Si G^^ représente un covariant intégral relatif, on aura encore le 
dièorème : Connaissant G. , on pourra en déduire C. . 

Le théorème du n° 29 se généralise comme suit : Tout covariant inté- 
ra! relatif G^^ est la somme d'une intégrale de difFérentìelle exacte E^ 
et d'un covariant intégral (absolu) C^^. 

Le théorème du n° 30 devient : Connaissant r solutions aux varia- 
wms du i' ordre distinctes et C^^, on en déduira C^^,, (P^ sup- 
pose r ^ />). Si r = /), on obdent une coïntégrale de degré q. 

Appucation. — Soit n impair« De 



on déduit : 






d'où :r = un muldplicateur, si les M* ne renferment pas / 

explicitement (n® 45). Si les équadons sont canoniques (n pair)^ — L L 

sera une coïntégrale du i' degré (n° 45). 
De 

on déduit (n impair) : 

C^n,v = f^Ml.dx.^^ ... dx,_,, 

où Ç ^ représente une soludon aux variadons. ^ -3 — - sera un comul- 

tiplicateur du i' degré; yj^— ^ — - sera un muldplicatenr, si les X ne 
renferment pas t explicitement (n° 45). 
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CaiP. XL — J p f l te mit m m à la tìUorte des TourMllans. 

47. Hmmdacs^^ Le fljìde amtma que nous allons étudier est sup- 
posé àbsdzsnsai ô ê pout\ u ie iMusSxlite. Si i un instant quelconque on 
xnot dms k âœie ux scr&cc fennec, b partie du fluide qui est située 
iTim côcé de cece sarhcc ne se inéiangen jamais avec le reste; les par- 
ties da fijfde qaà formezit h sarhce ne cesseront jamais de former une 
nÛDC surf^oe coonnae qui se meut et se déforme avec le fluide. En par- 
tioauer, 00 pent £vser k vobme entier en éléments qui enferment tou- 
jours ks iDLiDes parles du fldde malgré les changements de grandeur 
et de forme qu'us é prouv ea i, et qm se meuvent comme des points ma- 
tériels . •). 

Sisrant b oocackm dTcLEt, désignons par Uy v, w, les trois com- 
posantes rectangubircs de b visessc actneOe du fluide en x, y^ :^. 

Les fJmuMdi da fluide dont il vknt d'être question seront des parai- 
Itfipîpàks recrangubires» ayant pour volume JxJjr J;^; b masse renfer- 
mée dans dxJjd^ sera fdxdyd:^, si p représente b densité du fluide 
en X, T, - 1 llnstant actud / ; on écrit p pour p(x, jf, ;[, /). L'élément 
ix i T i ^ se dépbce et se déforme pendant lintervalle de temps compris en- 
tre ; et ^ 4~ ^' > "^ dépbcement sen complètement défini par les équations : 

r x ^^ ^y ^\ ^4 

Vf / u V w 

si «. r, c. so:ît des fonctions supposées connues de x, y y i et t. D'après 
les h\7vAcscs admises, b matière fdxdyd^ renfermée dans l'élément 
•;,vi\ i V ne din^inue, ni n augmente, pendant le mouvement (46), au- 
troììotìt dit on adniet que 

i[f JxJjrJO = o» 
où Ì est une variition définie par les équations (46). 
La quantité entre crochets doit être rempbcée par 

pour que les limites ou frontières soient fixes (n° 3). 



•) RtKhtrches rêcmlis sur Jiv.-rsts qmsthms i*Hydrodynamiqtu, pzrU,BRïLLOum. 
Paris, Gauthier- Vûlars, 1891, pge xa 
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La variation de cette quantité étant nulle, il en sera évidemment de 
même pour une infinité d'éléments dxdyd:^ du fluide, formant par leur 
eosemble une variété à trois dimensions de ferme quelconque. 

Donc 



I,=ffffdxdyd:i 



sera un invariant intégral du 3* ordre des équations (46). 

La fonction p sera donc un multiplicateur des équations (46); d*où 

dt^ ^ dx ^' 

et qui montre que les hjrpothèses précédentes reviennent à établir une 
relation nécessaire entre le mouvement et la densité du fluide. Si les fonc- 
tions u, V, «;, ne renferment pas t explicitement (régime permanent), 

"5«* -^> etc. seront aussi des multiplicateurs ; on en déduira des inté- 
grales des équations (46). 

On a vu (n** 29**"), que les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que (46) admettent l'invariant relatif: 



/j = j udx -^^ vdy -{• wâT^j 



sont: 



iu iv itu 



= 3^ = 0/, 



(47) dH ~ dH~ dH 

dx dy d^ 

où H est une fonction de x, y^ ;(, /. Adtnettons que le mouvement d'un 
point quelconque du fluide considéré satisfasse aux 6 équations (46) et (^17), 
alors /, sera un invariant relatif de ces 6 équations. Cette dernière sup- 
position n'est pas contraire aux hypothèses précédentes, par ce que le 
fluide considéré est dépourvu de frottement interne, celui-ci provenant 
de la diflusibilité. Nous avons en outre vu (n° 12) que /, ne pourra 
jamais être un invariant absolu. Je dis que /^ peut parfois être un co- 
variant du i' degré; en efiet calculons S/,. 

■^iudx-\-vdy + v,äO = d{H+^^i±^y 
Posons H = ff- "' + ^' + "^' . 

2 
Rami, Ciri, MmUm. Palermo, t. XV (1901). — Sumpâto il 4 maggio 1901. 16 
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Les équations (46) et (47) deviennent: 

^ jjv Äx iy ^i _ iu _ iv _ iw _j, 

_dJl ~_dH ~ _dH - dH^ "" dH ~ dH^ ~ ' 
du dv dw dx dy d:^! 

où les variables «, v, «/ jouent le môme rôle que x, ;f et :^. 

Les équations (48) sont canoniques, donc si // ne renferme pas t 

explicitement, H ou iî — — — sera une intégrale. Dans ce cas, 

/, sera un covariant du i' degré si t** -}■ ^* "f" ^' ^^^ ^^^ intégrale, 
autrement dit si 

. . dH , dH ^ dH 

(49) u^+v^ + u;^^o. 

Cest ce qui arrive, par exemple, quand le fluide tourne d*un mouvement 
uniforme autour d'un axe fixe à la façon d'un corps solide; dans ce mou- 
vement la vitesse V d'une molécule reste constamment la même pendant 
le déplacement de celle-ci ; d'où : 

iPso 
ou 

le variation étant prise conformément aux équations (46). 

N. B. — Par hypothèse «, v, w satisfont aux 3 autres équations (47). 
La condition (49) exprime que la vitesse de chaque point du fluide est 
normale à l'accélération totale de ce même point ; en effet les équations 
(46) et (47) peuvent s'écrire: 



(50) 



De l'iiu'ariant relatif 7, on déduit l'invariant absolu : 
I, = JJidyd^-\-yid^dx^i:dxdy, 





= 


dH 

dx ' 


8<* 


= 


dH 
dy ' 




= 


dH 
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SI oa pose: 



dw 


dv 

dl 


du 

dt 


dw 
dx 


dv 


dit 



dx ~ dy ^^^' 

Le veacur qui a pour composantes (l » K) est ce que Helmholtz appelle le 
tourbillon. On dit aussi qu2 (; y; ^) sont les composantes de la vitesse de 
rotation de Télément parallclipipédique autour de son centre de gravité 
(x, y, i). Ce tourbillon ou cette rotation sera nul si les fonctions «, v 
et w sont les dérivées partielles respectivement par rapport Ì x^ y ci x. 
d*une même fonction, qu'on app^lb alors potentiel des vitesses. 

On aura S/^ ^ o. Calculons cette variation au moyen de la formule 
du Q** 24: 

Cas particulier. — La fonction p est une intégrale de (46) {fluide in- 
compressible ou liquide parfait): Sp ^ o, d'où i[dxdy d:(]^o ou 



I, = fffdxdydt, 



ce qui signifie que pendant le mouvement déterminé par (46) un élément 
quelconque du fluide peut se déformer mais non changer de volume 
(fluide incompressible). Les équations (46) admettent dans ce cas le mul- 
tiplicateur I ; il faut et il suffit qu'on ait : 



D'où: 



ou 



du , dv , do; 
dx ^ dy * d^ 

il y du . du . y du 

XÇ r du , dv , ydw 
ôt dx * ÖX * dx ^ 



De /, on déduit: 



J^= j j^^dxdy-^- xdyd:{^'\'ydid 



X. 
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Le système (48) étant canonique admet les mvariants : 

Dans le cas où H est homogène et de degré p en x, y^ :^ on aura 
(n^ 44): 

C,^, = fXC^xdu-pudx), 
I^= Jj^{2xdu-pudx) + {p-2)t Cd\{. 

48. Cas du régime permanent. 

Supposons que les fonctions u^ v, tu qui figurent dans les équa- 
tions (46) ne renferment pas i explicitement ; on suppose donc que lors- 
qu'on se donne les coordonnées xy:^ d'un point du fluide, on connaît la 
vitesse (Uf v, «/) de ce pomt, quelle que soit la valeur de /; autrement 
dit : tous les éléments passant suuessivement par (x, y^ :() auront la mime 
vitesse : c'est en cela que consiste l'état de régime permanent ; dans ce 
cas on aura donc 

du 

-^ = 0, etc. 

Donc (m, Vf w) sera une solution aux variations des équations (46). 

Reprenons /, = j udx -{' vdy -\- wd:^. 

Nous savons que /^ = /^ -j- £, (n** 29). 
Conservant la notation de ce n°, on a: 

* 2 * 



M.=fäU. 



iU du , du , dU , du 

0/ dx ^ dy * di 



°" Ji'' + -S-y''+d7" + Tr = ^' 



^fu'dx-j-v'dy-j-w'du 
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en posant : 

u = 3 — ^ u', 

dx * 

Cek revient à décomposer la vitesse V d'un élément quelconque du 
fluide en deux autres vitesses dont Tune dérive d'un potentiel de vitesse 
et est par conséquent incapable de produire des tourbillons. De /, on 
déduit (régime permanent) : 

^u' u •=! constante 
ou 

V y cos (FP) = constante. 

0*011 le THÉORèME : Pendant le mouvement permanent d'un fluide le 
produit géométrique de la vitesse d'un élément par la composante de cette 
vitesse produisant les tourbillons est constant (pour l'autre composante de 
la vitesse, voir C7). 

Cette décomposition de la vitesse (u, v, w) peut se faire d'une in- 
finité de manières, car U n'est déterminé que par sa variation, donc à 
£/ on pourra joindre une intégrale de (46). 

Le théorème précédent peut être interprété géométriquement en con- 
sidérant la trajectoire décrite par un des éléments du fluide. 

De 

on déduit : 

De /, on pourra déduire un invariant du 2* ordre; celui-ci combmé 
avec /, donnera un multiplicateur des équations (46). Pareillement de 

/^= j ^dxdy dx^ on pourra déduire un invariant du 2* ordre. 

49. Les lignes qui en chacun de leurs points ont comme tangente 
le vecteur représentant la vitesse sont des lignes de courant ; leurs équa- 
tions diflférentielles sont: 

Dx _Dy _D7i 
u V ~ w ' 
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ix 

Nous n'écrivons pas := etc. , parce que t est supposi constant ; nous 

n'écrivons pas = etc., parce que nous voulons conserver le signe 

d pous les différentielles non assujetties i des équations différentielles. Les 
lignes de courant sont identiques aux trajectoires décrites par les molécu- 
les du fluide quand u, v tt tu ne renferment pas t explicitement. 

Les lignes qui en chacun de leurs points ont comme tangente le 
vecteur représentant le tourbillon sont des lignes de tourbillons ; leurs équa- 
tions différentielles sont: 

-F- = — - = -y^ constant^ 

Une surface de tourbillons est une surface telle qu'en chacun de ses 
points le pbn tangent passe par b tourbillon ; donc si (/, m, n') sont les 
cosinus directeurs de la normale en un point (^xy i) de cette surface, on 
aura : 

/Ç + mij -j- w^ = o- 
Donc 

I^= fldydi + yid:(^dx + Î:dxdy 

ou 

étendu à cette surface sera identiquement nul. On a aussi 
I^ = J^z= judx'{'Vdy'{'wdy=^o, 

où /, est une intégrale curviligne étendue à la courbe fermée C tracée 
sur la surface-tourbillon, la portion de celle-ci ainsi limitée étant supposée 
simplement connexe, c'est-à-dire ne présentant pas de trous. Réciproque- 
ment, si une surface est telle que /, étendue i toute courbe fermée tra- 
cée sur elle et en limitant une portion simplement connexe soit nulle, 
cette surface sera une surface-tourbillon. 

Théorème : Pour que les surfaces-tourbillons se conservent dans le 
temps, il suffit que : 

En effet, alors /, = / I ^Idyditsx vax invariaw intégral; si à Tia- 



f 
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Staat t Timégrale /,^o, i rinstant / -j~ ^^ Tintégrale sera encore ^o. 
Ces conditions ne sont pas nécessaires, car il ne faut pas que 

/, = 1 I ^Kdy dx^ soit un invariant; Télément d(a dont les projections 

sont dxdy^ dyd:^, d:^^dx n'étant plus quelconque. Cherchons ces condi- 
tions nécessaires. Pour cela, remarquons que I^ provient de 



J,=fXudx + fd^, 



où ^ est une fonction uniforme arbitraire de Xy y^ ^tit; J^ est une in- 
tégrale prise le long d*une courbe fermée tracée sur une surface-tourbillon à 
rinstant t. 

Transformons ces intégrales curvilignes en intégrales de surface ; la 
dernière donnera une intégrale identiquement nulle, car 

On a posé 

. du , du .du 

„ dv , dv , dv 

^ diu , diu , dw 
dx ^ dy ' d;( 

(/, Iff, n) sont encore les cosinus directeurs de la normale en Çxy :() à la 
surface-tourbillon considérée à Tinstant /. La quantité entre crochets égalée 
i zéro, donne la condition nécessaire et suffisante pour que les surfaces- 
tourbillons se conservent. 

Corollaire. — Quand les surfaces-tourbillons se conservent dans le 
temps, il en est de même pour les lignes-tourbillons ; mais la réciproque 
n'est pas vraie. 

En effet, l'intersection de deux surfaces-tourbillons est évidemment 
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OU T. représente la composante du tourbillon t ou (^7)0 P^^ norma- 
lement i l'élément de surface d(ù (limitée par C); dtù^ est h section 
droite du tube. 

50. Tourbillons redïlignts dans un liquide. Dans la théorie des tour- 
billons on rencontre plusieurs intégrales présentant une grande analo- 
gie avec les invariants et les covariants int^rauz. Je vais en donner deux 
exemples. Conâdérons un liquide (ou fluide incompressible) indéfini, dans 
lequel la vitesse est parallèle au plan des xy et ne dépend que de x et jr ; 
ä l'infini la vitesse est supposée nulle, celle-ci n'est jamais infinie par hy- 
pothèse. On aura donc: 

du df^ 



d'où 



• Y dv du 



ou , dv 
dx 



*0 



+ 1^ = et K = o et I, = ffdxdy. 
Coaàdérons un centre de gravité dont les coordonnées sont: 

_ffxridxdy 

_ ffyUxdy 
''- ffUxäy^ 

OÙ les intégrales sont étendues non seulement aux sections droites des 
tourbillons mais i tout le plan des xy ; cela sera permis si nous suppo- 
sons qu'il n'y a pas de tourbillons en dehors de ces sections. Dans ce 
cas le centre (x^yj est immobile, autrement dit : 

i I I x^dydx^Of 

Pour le démontrer, on remplace ces intégrales doubles par des intégrales 
étendues à une courbe fermée entourant le plan des xy. Par exemple : 

I I ui^dxdy = j(ju* — v*)dx^2uvdy. 
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Cette dernière mtégrale est nulle, parce que l'élément est un infiniment 
petit du 2* ordre, alors que la courbe le long de laquelle on intègre n'est 
qu'un mfiniment grand du i" ordre. (Théorie des Tourbillons par H. Poin- 
caré, page 73). 

On démontrera de même que 



ou que 



/ / (^* + ^'O^ ^^ ^> = constante 



si la vitesse i l'infini est telle que u*x, u^y^ v'x, v^y^ uvx, uvy sont 
des infiniment petits du 2' ordre, car alors on aura : 

/ (tt* — v^)(xdx — ydy) -j~ 2uv(jdx -{- xdy) ^ o. 

On transformera cette intégrale curviligne en une intégrale double, et 
après quelques réductions on obtiendra l'intégrale de surface: 



j j{xU'\'yv)X,dxdy . 



C. Q^ F. D. 
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LìJEn"RE SCiLSIlHiUE DE CHARLES HERMITE. 

Ijoc âoE i A FacaÙBé ics SVnnc» oc Puis» it samafi 2 mars 1901, 

por M. ÉBilc Pietri 



iDti^ Jxmi^ s^ietMßfma ir FÉ^nU Sinmüe supérieure, 3* série, 

x\Tn (1901X N* I ö««X pp- 9-34]. 



Voos saiiez» Messìears» h perte jminciwc qu'a faite la Science fran- 
çixsc le 14 ûnHer derokr. La mort de M. Hermite touche particuliò- 
nsDenr rUnh^srsxié de Puis» oà Fillasire géomicre a occupé de 1869 
a 1S97 h chiîre dWnihrse supérieure. D n'a pas voulu qu'on prit la 
pm?je sur 3:2 nxnbc ; nous o'aToos dooc pas pu entendre les voix au- 
torisées qui lurûenr dit ce que hd doivent la Science et l'Enseignement. 
Grrre i^inie vie sôendEqiie demandera des émdes approfondies, qui se 
préparen: certainement de di&ercnts côtés. A défaut d'une telle étude, 
qu*il me soi: pennis aujourdliui, en reprenant cette année mon cours 
djns cerx chjûre qui fu: celle de M. Hermite, de jeter un coup d'œil 
sur son œuvre. 



Charles HER3kcrrE naquit Ì Dieuze» en Lorraine, le 24 décembre 
1S22; il fit ses études au coU^ de Nancy, et les termina i Paris au 
college Henri r\' et au college Louis-le-Grand. Il eut à Louis-le-Grand 
comme professeur de Mathématiques spéciales un maître distingué, M. 
Richard, qui, quinze ans auparavant, avait été le professeur d'ÉVARiSTE 
Galois. Tout en suivant les cours du collée, le jeune HERMrrE allait 
lire à b bibliothèque Sainte-Geneviève le Traité de la résolution des équa- 
tions numériques de Lagrange, et il achetait avec ses économies la tra« 
ducàon française des Recherches arithmétiques de Gauss: «C'est surtout 
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dans ces deux livres, aimait-il plus tard à répéter, que j'ai appris l'Al- 
gèbre». L'excellent M. Richard s'alarmait un peu de voir son élève si 
loin des programmes d'examen, mais il n'en disait pas moins un jour 
au père d'HERMrrE, qui ne se rendait peut-être pas très bien compte de 
la valeur du compliment: «C'est im petit Lagrange». Le premier vo- 
lume des Nouvdks Annales de Mathématiques, fondées en 1842, renferme 
deux Notes signées de Charles Hermffe, élève du collège Louis-k-Grand. 
L'une n'est qu'un exercice, mais, dans la seconde, on reconnaît un lec- 
teur assidu de Lagrange qui a déjà beaucoup réfléchi sur la théorie 
des équations. L'objet de ce travail est de démontrer l'impossibilité de 
la résoludon algébrique des équations du cinquième degré; la démon- 
sa-ation très simple qu'on y trouve pourrait, avec de légères additions, 
devenir classique. Hermite entre à l'Ëcole Polytechnique à la fin de 1842; 
ks exercices de l'École ne l'empêchent pas de poursuivre ses méditations 
mathématiques, et, dès le mois de janvier 1843, il écrit à Jacobi, sur le 
conseil de Liouvu-le, pour lui faire part de ses recherches sur les fonc- 
tions abéliennes. Le grand géomètre allemand avait, par une merveilleuse 
divination, montré quelques années auparavant comment on devait gé- 
néraUser le problème de l'inversion de l'intégrale elliptique. Mais les pro- 
priétés essentielles des nouvelles transcendantes étaient si peu connues, 
qu'un géomètre, doué cependant d'une rare pénétration, se méprenait 
encore en 1844 sur leur nature, faute d'avoir saisi le principe fonda- 
mental relatif à la coexistence des périodes ; les travaux de Göpel et de 
Rosenhain ne devaient venir que quelques années plus tard. Hermite 
étend aux fonctions abéliennes le théorème donné par Abel pour la di- 
vision de l'argument dans les fonctions elliptiques; il montre que les 
équations correspondantes sont résolubles par radicaux, et il traite de 
l'abaissement de l'équation relative à la division des fonctions complètes. 
L'année suivante, en août 1844, Hermite envoie à Jacobi une seconde 
Lettre oa il étudie le problème de la transformation des fonctions ellip- 
tiques. Son but est d'abord de retrouver les résultats énoncés par Jacobi 
sur cette question capitale, mais on trouve, en réalité, dans ce Mémoire, 
tous les principes de la théorie des fonctions de différents ordres, 
fonctions quelquefois désignées sous le nom de fonctions intermédiaires 
et si importantes poor la thcorie générale des fonctions doublen^ent pé- 
riodiques. Ces deux Lettres intéressèrent vivement Jacobi, qui fit au 
jeune mathématicien français l'honneur de les insérer dan$ Tédition 
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complète de ses Œuvres. On a souvent cité les dernières phrases de la 
réponse de Jacobi, qui possédait de son côté plusieurs des résultats in- 
diqués par son correspondant: «Ne soyez pas fâché. Monsieur, si 
quelques-unes de vos découvertes se sont rencontrées avec mes an- 
ciennes recherches. G>mme vous dûtes commencer par où je finis, il y 
ä nécessairement une petite sphère de contact. Dans la suite, si vous 
m'honorez de vos Communications, je n'aurai qu'à apprendre ». Une 
autre phrase, celle-là d'un intérêt purement mathématique, mérite en- 
core d'être retènue : « En cherchant, disait Jacobi, à tirer la transfor- 
mation directement des propriétés des fonctions 6, sans faire usage de 
leurs décompositions en facteur infinis, vous avez pensé savamment aux 
cas, plus généraux, où probablement on doit se résigner à l'impossibi- 
lité d'une décomposition en facteurs ». Cette remarque devait fructifier 
dans l'esprit d'HERMrrs; nous la retrouverons plus tard dans son Mé- 
moire célèbre sur la transformation des fonctions abéliennes. 

C'est principalement de théorie des nombres que s'occupe HERMrrE 
dans les années suivantes. Il y est conduit d'abord par le théorème 
purement arithmétique de Jacobi sur l'impossibiUté d'une fonction d'une 
variable i trois périodes, et peu â peu la lecture assidue des Ruherchts 
arithmétiques de Gauss l'amène â des problèmes de plus en plus étendus. 
La théorie des formes et les irrationnelles algébriques font alors l'objet 
djs méditations profondes d'HERMrrE qui, continuant sa correspondance 
avec Jacobi, lui envoie quatre Lettres sur la théorie des nombres. Rien 
ne montre mieux que ces Lettres le génie d'HERMrrE; b puissance 
d'invention sur des sujets aussi nouveaux et aussi diflSciles y est pro- 
digieuse. Les idées s'y pressent abondantes et touflfues; elles seront dé- 
veloppées et précisées dans des Mémoires ultérieurs, et il en est plus 
d'une dont la fécondité n'est pas aujourd'hui épuisée. C'est dans la 
théorie des formes quadratiques à un nombre quelconque de variables 
que se trouvent les principes des métliodes employées : il est d'abord 
établi que, étant donnée une forme quadratique à n variables et à coef- 
ficients réels quelconques, le minimum de la forme pour des valeurs 

entières qui ne sont pas toutes nulles est inférieur i p,t^, en désignant 
par D la valeur absolue du déterminant, et par p. une quantité numé- 
rique dépendant seulement de n. HER.MrrE a donné pour ce nombre 

S=JL 

^y) ' } on a depuis obtenu pour p^ une valeur inférieure, mais le 
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point essentiel est, pour un nombre donné de variables, la Umitadon du 
minimum ä Faide du déterminant seul de la forme, quoique dans cer- 
cdnes questions il puisse être avantageux d'avoir la moindre valeur pos- 
sible. Ce résultat obtenu, une ccnsidération extrêmement originale permet, 
en premier lieu, à HsRMrrE de l'appliquer à la généralisation de la 
théorie des fractions contmues, en cherchant l'approximation simultanée 
de plusieurs quantités au moyen de fractions ayant même dénominateur 
m; Terreur dans cette représentation approchée de n quantités est de 

Tordre — — . C'est un point sur lequel il convient d'insister, non pas 

m y m 
seulement à cause de Tintérêt du résultat, mais parce que nous avons 

là le premier et mémorable exemple de cette introduction des variables 

continues dans la théorie des nombres, que nous allons bientôt retrouver 

dans des problèmes plus vastes. 

Dans le cas d'une seule grandeur J, le résultat est bien simple, mais 

met remarquablement en évidence le rôle de b variable continue ; Her- 

iUTE considère la forme quadratique linéaire 

A étant une quantité positive quelconque ; du théorème précédent on con- 
clut de suite que Ton peut trouver deux entiers m et n, tek que 

\m — An\ <— 7^, 

résultat plus précis, d'ailleurs, que celui donné par la théorie des fractions 
continues, i cause du facteur /J. Quand A croît d'une manière continue, 
les mêmes entiers w et » peuvent d'abord être conservés pour satisfaire 
aux conditions voulues ; mais, au passage de A par une certaine valeur, 
il faut brusquement prendre deux nouveaux nombres m' et w', et Ton 

a la relation 

mn' — m'n = it i. 

La théorie élémentaire des fractions continues se présente ainsi sous 
un jour essentiellement nouveau et se trouve susceptible d'être généra- 
lisée, en même temps que la continuité avec la variable A se trouve in- 
troduite dans une question arithmétique. 

Dans le cas de n quantités données A^y A^^ ... A^^ il faudra en- 
visager la forme quadratique à n -|" ^ variables x^ , x, , ... x, : 
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où A est une quandtè poâdve quelconque. En appliquant à cette forme 
le résukat énoncé sur le minimum d'une forme quadratique, on arrive 
de suite à la représenudon approchée des quandtés Ay l'approximadon 
étant li^e i la quandté A qu'on peut prendre aussi grande que l'on 
veuL Le théorème de Jacöbi sur l'impossibilité d'une fonction i trois 
périodes peut être aussi établi par des considérations analogues, et Her- 
MrrE fut ainsi conduit à la démonstration de l'impossibilité pour une 
fonction de n variables complexes d'avoir plus de 2n systèmes de pé- 
riodes simultanées, théorème que Riemann devait retrouver ultérieure- 
ment. Gtons encore ici, quoiqu'elle ait été donnée beaucoup plus tard 
par HERMrrE, la démonstration d'un résukat d'abord éubli par Tcheby- 
CHEFF et susceptible de généraUsations très étendues : étant données deux 
constantes quelconques a et &, on peut trouver deux entiers x et y, 
tels que 

La méthode d'HERMrrn lui permet même de remplacer le facteur -j- par 

le facteur plus petit l/-ï-. 

Vintroduäion de variables continues dans certaines formes quadra- 
tiques a été l'idée fondamentale qui a dominé la longue suite des tra- 
vaux arithmétiques d'HERMiTE. Je ne puis songer à entrer dans le détail 
de ces profondes recherches ; arrêtons-nous seulement sur les points de 
vue nouveaux, qui ont été si féconds dans l'étude des formes quadra- 
tiques à un nombre quelconque de variables, des irrationnelles algébri- 
ques et des formes décomposables en facteurs linéaires. On sait que 
Gauss, dans ses recherches arithmétiques, a élevé un monument à la 
théorie arithmétique des formes quadratiques à deux variables dont l'é- 
tude avait été commencée par Lagrange et Legendre, et a posé les 
bases de la théorie des formes quadratiques ternaires. Le problème de 
la réduction des formes quadratiques est d'une importance capitale; la 
difficulté n'est pas la même suivant qu'il s'agit de formes définies ou 
indéfinies. Hermite, traitant d'abord le cas plus simple des formes qua- 
dratiques définies à un nombre quelconque de varbbles et dont les coef- 
ficients sont des quandtés réelles quelconques, donne différents procédés 
de réduction, d'où se déduit immédiatement que, pour les formes dé- 
finies à coefficients entiers et de déterminant donné, il n'y a qu'un 
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nombre limité de classes. L'étude des formes indéfinies à coefficients 
endcrs présente des difficultés beaucoup plus considérables, qui tiennent 
en grande partie ä ce qu'il y a une infinité de substitutions semblables, 
comme les appeUe Hermite, c'est-à-dire de substitutions à coefficients 
endérs transformant la forme en elle-même. Les points essentiels de la 
théorie des formes indéfinies sont rattachés, d'une manière vraiment 
géniale, ä la considération d'une forme définie associée dépendant d'un 
certain nombre de paramètres arbitraires, et ici nous voyons apparaître 
ks variables continues dans un problème arirhmétique extrêmement dif- 
ficile. Les subsdtutions i coefficients entiers, permettant de réduire suc- 
cessivement cette forme définie, quand, par une variation continue des 
paramètres, elle cesse d'être réduite, conduisent aux substitutions sem- 
blables, et l'on peut démontrer qu'il existe un nombre fini de substi- 
tutions à l'aide desquelles on obtient toutes les substitutions transformant 
la forme en elle-même. Il résulte aussi de cette admirable analyse que, 
pour les formes indéfinies à coefficients entiers comme pour les formes 
définies, il n'y a qu'un nombre limité de classes pour un déterminant 
donné; on en déduit la solution du problème de l'équivalence de deux 
formes. 

Les principes précédents s'appliquent aussi aux formes à coefficients 
entiers de degré quelconque décomposables en facteurs linéaires; leur 
diéorie est même à bien des égards beaucoup plus simple que celle des 
formes quadratiques. Les substitutions semblables sont ici deux à deux 
permutables, et elles peuvent toutes s'exprimer par un produit de puis- 
sances de certaines substitutions, dont le nombre s'obtient d'une manière 
très remarquable: Si a désigne le nombre des facteurs réels dans la 
forme, et b le nombre des couples de facteurs imaginaires conjugués, il 
y a a-}-i substitutions semblables fondamentales. La démonstration de 
ce beau théorème, énoncé seulement par Hermite au commencement 
d'un de ses Mémoires, n'a jamais, je crois, été développée. A l'égard 
des formes quadratiques indéfinies, on ne connaît aujourd'hui encore 
aucune proposition analogue relative au nombre des substitutions fonda- 
mentales, qui ne sont pas, en général, permutables ; ce serdt là un dif- 
ficile, mais bien intéressant sujet de recherches. 

Les formes quadratiques binaires indéfinies appartiennent en même 
temps aux deux types précédents; l'application à ce cas très particulier 
des principes généraux pourra donner une idée des méthodes d'HER- 
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MITE. Soit une forme indéfinie / i coefficients entiers que nous mettons 
sous la forme 

La forme définie associée est alors 

? = (* + ^yy + A(x + ß>)' (A >o). 

et Ton doit en faire la réduction continneUe en donnant ä A toutes les 
valeurs positives. Pour la variarion de A dans un intervalle convenable 
ne comprenant pas l'origine, on obtient un cercdn nombre de réduites 
de la forme proposée, qui se reproduisent ensuite périodiquement quand 
A va vers Tinfini ou vers zéro. On retrouve ainsi, comme chez Gauss, 
une sorte de périodicité, mais sous un point de vue bien diS&rent et 
susceptible des généralisations les plus étendues. 

Nous n'avons parlé jusqu'ici que des formes à variables réelles. 
HERMrrE a introduit dans la Science la notion de formes à indétermi- 
nées conjuguées, qui a ouvert à l'Aritmétique et à l'Algebre un champ 
extrêmement vaste. Ces formes se partagent encore en formes définies 
et formes indéfinies; laissant de côté ces dernières, Hermite fait une 
théorie complète de b réduction des formes définies à indéterminées 
conjuguées. Les conséquences qu'il en tire sont très nombreuses. Il en 
est d'une rare élégance. Telles sont les recherches concernant l'approxi- 
mation des quantités complexes par des fractions dont les éléments sont 
des entiers complexes de Gauss; la méthode d'HERAirrE lui donne des 
résultats plus précis que ceux de Dirichlet, et surtout elle lui permet 
de trouver les rapports existants entre deux approximations consécutives, 
ce qui est indispensable pour mettre dans toute son évidence l'analogie 
entre les nombres réels et les nombres complexes. Citons encore la dé- 
monstration des théorèmes de Jacobi sur le nombre des représentations 
d'un nombre par une somme de quatre carrés. 

Des applications d'un caractère plus général concernent les formes 
i coefficients entiers complexes et à variables complexes de degré quel- 
conque décomposables en facteurs linéaires; en supposant qu'une telle 
forme 9 est irréductible, c'est-à-dire que l'équation 9 = n'admet d'au- 
tres solutions entières que les valeurs nulles des variables, HERMrrE dé- 
montre qu'elles ne forment qu'un nombre limité de classes pour un 
déterminant donné. De ce théorème il déduit une des plus admirables 
propositions de la science des nombres, à savoir que: les racines de 
toutes les ^nations à coefficients entiers complexes d'un degré donné, 
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et pour lesquelles le discriminant a la même valeur, ne représentent 
qu'un nombre essentiellement limité d'irrationnelles distinctes. Nous 
pouvons, en deux mots, esquisser la démonstration; i l'équation pro- 
posée de degré n, ä coefficients entiers, 

Pv- + ßv""' + . . . + ^v + 5 = o, 
et dont nous désignerons les racines par a, b, ...1, on fait correspondre 
la forme 9 à if variables x, ^, :(, . . . u, 

ç = p-'(x + ay + a';^ + . . . + a^'^u) 

dont le déterminant ne dépend que du discriminant de l'équation. Les 
formes ç appartenant à un nombre limité de classes, il en résulte de 
suite que le nombre des irrationnelles distinctes est limité. 

Au débat de sa carrière, les fonctions elliptiques et abéliennes 
avaient appelé l'attention d'HERMiTE sur certaines irrationnelles algébri- 
ques. Depuis cette époque, les nombres algébriques avaient toujours été 
l'objet de ses méditations. C'est, sans doute, à leur occasion qu'il en- 
treprît la longue suite de ses recherches arithmétiques. «Permettez-moi, 
disait-il dans une de ses Lettres à Jacobi, de revenir sur les circon- 
stances remarquables auxquelles donne lieu b réduction des formes dont 
les coefficients dépendent des racines d'équations algébriques à coefficients 
entiers. Peut-être parviendra-t-on à déduire de là un système complet de 
caractères pour chaque espèce de ce genre de quantités, analogue, par 
exemple, à ceux que donne la théorie des fractions continues pour les 
racines des équations du second degré », et, plus loin, il ajoute : « Quelle 
tâche immense pour la théorie des nombres de pénétrer dans la nature 
d'une telle multiplicité d'êtres, en les classant en groupes irréductibles 
entre eux, de les constituer tous individuellement par des définitions 
caractéristiques et élémentaires ». On le voit à plusieurs reprises revenir 
sur ce programme. La question capitale de la recherche des unités com- 
plexes dans un corps algébrique est liée par lui à la réduction de cer- 
tames formes quadratiques; dès 1845, il passe bien près du théorème 
célèbre de Dirichlet donnant le nombre exact des unités complexes indé- 
pendantes. Mais il s'attache surtout à trouver pour les irrationnelles al- 
gébriques un algorithme mettant en évidence les propriétés de ces irra- 
tionnelles. Pour les irrationnelles du troisième degré en particulier, le 
résultat est remarquablement simple : on est conduit i un algorithme 
périodique entièrement analogue à celui des fractions continues dans leur 
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application aux irradonDelles du second d^rè. Ainsi, en envisageant vat 
équation du troiâane d^ré ä coefficients entiers ayant une racme rèdk 
a et deux racines imaginaires ^ et 7, on est conduit, d'après ce point 
de vue, i réduire pour toutes les valeurs positives de la quantité À b 
forme ternaire 

(* + «J + *'O' + A(x+P> + P*O(*+T^ + T*0, 
et dans cette réduction continuelle se manifeste une périodicité caracté- 
ristique des irrationnelles du troisième degré. Il serait intéressant de 
comparer les vues générales d'HERxirrE sur les irrationnelles avec b 
résultats donnés récemment par M. Mixkou-ski où la considéranon de 
certaines chaînes de substitutions permet de donner des critériums né- 
cessaires et suffisants pour qu'un nombre soit algébrique. 

n. 

La théorie arithmétique des formes binaires rentre évidemment dans 
le même ordre d'idées que celle des irradonnelles algébriques. HERMrrB 
ltd a consacré pluàeurs Mémoires et a étudié particulièrement le cas 
des formes de degré impair et le cas des formes quadratiques. Nbùs, 
tandis que pour les formes quadradques les préliminaires algébriques de 
b théorie arithmétique des formes sont immédbts, il n'en est plus de 
même quand on s'élève aux formes de degré quelconque; la partie al- 
gébrique de b théorie prend alors un développement inattendu et pré- 
sent* un intérêt considérable. C'est ce qui amena HERMrrE ä s'occuper 
de divers problèmes d'Algèbre et particulièrement de b théorie des formes 
binaires où il albit obtenir de magnifiques résultats en même temps que 
ses émules Cayley et Sylvester. 

Les théorèmes de Sturm et de Caucht sur le nombre des racines 
des équations satisfaisant â certaines conditions avaient vivement frappé 
les géomètres. Sur ce sujet on doit â HERMrrE quelques résultats qui 
resteront cbssiques. En partant de b remarque rebtive ä b décompo- 
sition des formes quadratiques en somme de carrés, que Sylvester, qiri 
l'a trouvée en même temps, nomme b loi d*ifurüc et que Jacobi avait 
aussi rencontrée, Hermite considère d'abord ime équation i coefficients 
réels, et construit une forme qua.'ratique associée à l'équation renfer- 
mant ime arbitraire réelle /. Quand cette forme est réduite â une somme 
de carrés, le nombre des carrés négatifs est égal au nombre des couples 
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t de racines imagLaaires de l'équation augmenté du nombre des raciaes 
y réelles inférieures à /. Un cas particulier dont k démonstration est im- 
médiate se formule ainsi: dans la forme quadratique i n variables 

où la somme est étendue aux n racmes a de l'équation, le nombre des 
carrés a^atifs est égal au nombre des couples de racines imaginaires. 
Poussant la question plus loin, Hermite considère une équation à coef- 
ficients complexes; il associe alors à l'équation une forme quadratique 
i indéterminées conjuguées, et, quand celle<i, par une transformation 
élémentaire, a été débarrassée de ses termes rectangles, le nombre des 
coefiBcients positifs est égal au nombre des racines dont le coefficient de 
y — I est positif. Le théorùme de Sturm, le thcorcme de Cauchy re- 
latif au nombre des racines d'une équation contenue dans un contour 
et donnant par un calcul algébrique ce nombre de racines quand le 
contour est formé d'une courbe unicursale, se déduisent des résultats 
précédents, et sont ainsi établis, comme le remarque^ Hermite, sans faire 
intervenir aucune considération de continuité. 

Les travaux d'HERMrrE relatifs à la théorie algébrique des formes 
binaires sont d'une rare perfection ; la simplicité des métliodes et l'élé- 
gance des résultats en font de véritables œuvres d'art. La théorie des 
invariants devait son origine à un Mémoire de Boole, mais le vrai fon- 
dateur en fut Cayley qui sut créer toute une nouvelle branche de l'Al- 
gèbre. Sylvester vint ensuite et apporta un grand nombre de résultats 
nouveaux, parmi lesquels la découverte des premiers covariants. L'idée 
des invariants n'était pas neuve pour Hermite ; une notion générale sur 
les invaria.;ts s'était offerte jadis à lui, amenée par une considération 
purement arithmétique. Il entre dans la lice, et Sylvester pouvait dire 
plus tard : « Nous formions alors, Cayley, Hermite et moi, une trinité 
invariantive ». Un calcul symbolique extrêmement ingénieux permet à 
HERMrrE de montrer qu'à tout covariant d'une forme de degré m, et 
qm par rapport aux coefficients de cette forme est du degré p, corre- 
spond un covariant du degré m par rapport aux coefficients d'une forme 
de d^é p. Les deux covariants sont d'ailleurs du même degré par rap- 
port aux indétenmnées : c'est la célèbre loi de réciprocité d'HERMrrs. 
Ses applications sont innombrables. Pour citer un exemple relatif aux 
mvariants, la forme quadratique ayant comme invariant de degré 2(a 
la puissance |a de son discriminant, il résulte de la loi de réciprocité 
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que toutes les formes de degré pair ont un invariant du second degli 
La loi est surtout intéressante pour les covariants. HERMrrE démooBe 
que toutes les formes binaires, sauf les formes bîquadradques, ont m 
covariant quadratique. L'importance de ces covariants quadradques est 
captale ; oa en déduit la notion de substitution canonique, celle<i basi. 
une substitution ramenant le covariant quadratique à la forme xy. As 
moyen de cette substitution, des invariants et des covariants d'une forme, 
qu'il eût été presque impossible d'obtenir jamais en fonction expGdte 
des cocfEcients de cette forme, prennent une forme simple. Grâce i ccitt 
théorie, Hermite découvre l'invariant du dixhuitième degré des formes 
du cinquième degré; c'était le premier exemple d'un invariant gauche, 
c'est-i-dire se reproduisant multiplié par une puissance impaire du dctcr- 
niinant de la substitution. Nous devons noter particulièrement la décou- 
verte des covariants linéaires pour les formes de degré impair à partir 
du cinquième degré; elle a conduit Hermite, au moyen d'un change- 
ment de variables eflfeccué à l'aide de deux covariants linéaires, aux 
formes-types dont les coefEcients sont tous des invariants de la forme 
iiûdale. Une application extrêmement intéressante de ces théorèmes gé- 
nt!raux concerne les formes du cinquième degré. Ces formes possèdent 
quatre invariants fondamentaux, en fonctions entières desquels s'expriment 
tous les autres invariants; les trois premiers avaient été découverts par 
Sylvester, et le quatrième est l'invariant gauche dont j'ai parlé plus haut. 
Ia*s coeflicients de b forme-type du cinquième degré s'expriment ration- 
nellement à l'aiJe de ces invarbnts ; Hermite en déduit qu'on peut 
amener toute équation du ciiiquième degré à ne dépendre que de deux 
parainl'tres qui sont des invariants absolus, et la dbcussion complète de 
la nature, r<!x*llc ou ima^iiiaire, des racines de l'équation générale du 
cinquièine degré se fait de la manière b plus élégante. 

La Lcture de ces beaux Mémoires laisse une impression de simpli- 
cité et de force ; aucun mathématicien du XIX* siècle n'eut, plus qu'HER- 
Miriî, le secret de ces transformations algébriques profondes et cachées, 
qui, unj fuis trouvées, paraissent d'ailleurs si simples. C'est à un tel art 
du calcul algébrique que pensait sans doute Lagrange, quand il disait à 
Lavoisier que b Chimie deviendrait un jour facile comme l'Algèbre. 

Nous avons dit que l'objet primitif d'HERMriE dans ses Études sur 
Us formes binaires avait été arithmétique. Il voulait en particulier ap- 
profondir cette proposition, que les formes à coefficients entiers et en 
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, nombre infini, qui ont les mêmes invariancs, ne forment qu'un nombre 
^ imité de classes distinctes. Il a développé surtout ses recherches pour 
ks fonnes cubiques et les formes biquadradques, mais il a indiqué sur 
les formes de degré impair quelconque un théorème bien inattendu, qui 
se déduit de la considération des formes-types : toutes les formes bi- 
ittires de degré impair (à partir du cinquième) à coefficients entiers ne 
feraient qu*un seul genre, au sens d'EiSEKSTEiN, c'est-à-dire sont trans- 
formables les unes dans les autres par des substitutions linéaires de 
déterminant un à coefficients entiers ou fractionnaires. Que de problèmes 
restent ouverts dans cette vaste théorie des formes ! quelles seront les 
transcendantes numériques permettant d'exprimer le nombre des cla;ses 
en fonction des invariants? c'est le secret de l'avenir. 

Détourné par de nouvelles études, Hermffe ne devait plus revenir 
qu'incidenmient sur ses premières recherches aritmétiques ; je l'ai entendu 
pluâeurs fois regretter de ne pas avoir approfondi davantage certaines 
parties des Mémoires dont je viens d'essayer de donner une idée. Gauss 
eut sans doute de tels regrets en relisant vers la fin de sa vie ses Dû 
squisiiiones ariïhnutica. Une grande œuvre scientifique n'est jamais achevée. 
Les méthodes générales introduites par Hermite ont ouvert à la théorie 
des nombres des horizons entièrement nouveaux qui ne sont pas encore 
complètement explorés. Tous ceux qui, depuis lui, se sont occupés de 
la théorie des formes ont profondément subi son mfluence ; il suffira de 
cìat le beau Mémoire de M. Camille Jordan sur l'équivalence des 
formes, et de rappeler que le merveilleux principe de la réduction con- 
tinuelle s'adapte même à des recherches toutes modernes sur la théorie 
de certaines fonctions uniformes. 

Hermffe, dans la première partie de sa carrière, que je viens de 
retracer, c'est-à-dire jusque vers 1855, fut en relations suivies, d'abord 
avec Jacobi et ensuite avec Dirïchlet, qui était peut-être à cette époque 
le plus apte à le comprendre; il avait, à ses débuts, trouvé auprès de 
ces grands géomètres le meilleur accueil et en avait gardé un fidèle sou- 
venir. Il écrivait encore quelques semaines avant sa mort qu'il avait 
toujours été et qu'il serait jusqu'à son dernier jour un disciple de Gauss, 
de Jacow et de Dirïchlet. Les affiiiirés entre esprits de premier ordre 
sont toujours intéressantes et utiles à suivre; le témoignage d'HERMiTE 
à ce sujet est précieux, et l'étude de la plus grande partie de son œuvre 
le confirme bien. Cauchy, qu'il a cependant beaucoup connu, n'a pas 
exercé sur 1% au moins à ses débuts^ la même influence scientifique. 
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m. 

La théorie des fonctkms abèEennes n'avait jamais cessi de pcioc- 
cupcr Hekmite depuis Tèpoque où il ctai: élève a FÊcole Paljttd&nqiK. 
Il voulut étendre à ces fonctions le probUme de la transfomiaäon qaV 
V4ient traité avec tant d'éclat Abel et Jacobi dans le cas des foncôoDs 
elliptiques; son Mémoire de 1855 sur la transfomuâon des foncnons 
abélicnnes est une de ses plus beDcs c^jvres. Ennt données les deux 
équaûons difTcrentielles qui, pour un radical portant sur on polvodme 
d'ailleurs arbitraire du cinquième ou du »xième degré, définissent les 
fonctions abéliennes, HsBMrrE conâdère simultanément les quinze fonc- 
tions uniformes quadruplement périodiques introduises par Gôpel et Ro- 
SEN'HAiH, et qui sont les analogues de sn x, en jc et dn x. Le problème 
de la traasformation est alors ainsi posé: Pour un polynôme donné, 
déterminer un nouveau polynôme tel qu'en fonnant deux combinaisons 
ILiéaires convenables des équations difiérentielles rebdves i ce polynôme, 
les quinze fonctions abéliennes correspondantes s'expriment rationnelle- 
ment à l'aide des quinze premieres. Pour b solution de ce problime 
algébrique, Hermite se pbce au point de vue transcendant, et cherche 
d'abord à étendre aux fonctions de deux varbbles l'analyse indiquée 
jadis dans sa seconde Lettre à Jvcobi pour les fonctions d'une variable. 
Mais des difficultés d'une nature arithmétique, que n'avait pas connues 
la théorie des fonctions elliptiques, se présentent dans le nouveau pro- 
blème. Les périodes des anciennes fonctions doivent être des sommes de 
multiples des périodes des nouvelles. Or il existe une rebtion bilinéairc 
bien connue entre ces périodes; les nombres entiers figurant dans il 
transformation des périodes ne sont donc pas arbitraires, ce qui conduit 
à un ensemble remarquable de substitutions linéaires de coefficients entiers 
dont les propriétés doivent d'abord être étudiées. Un nombre ender k 
joue dans l'étude de ces substitutions un rôle essentiel; b notion de 
systèmes équivalents et non équivalents se pose alors, et il est établi que 
le nombre des substitutions non équivalentes est égal à i+i + fc* + *'> 
si k est premier. On en peut conclure que le nombre des transforma- 
tions distinctes des fonctions abéliennes rebtives à un nombre premier k 
est égal à 720 X (i + * + *' + ür' ). En même temps que ce théorème fon- 
damental, correspondant au théorème d'AsEL et de Jacobi sur le nombre 
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f(n + i) des transformations d'ordre n des fonctions elliptiques (n étant 
premier), Hermfte donne le moyen de former les relations algébriques 
entre les anciennes et les nouvelles fonctions, résolvant ainsi complète- 
ment le jM-oblème qu'il s*était posé. Cet admirable travail, rédigé d'une 
manière très concise, a fait l'objet de nombreux commentaires, et ouvert 
la voie à des recherches de nature variée, dont quelques-unes ne se rap- 
portent qu'indirectement à la théorie des fonctions abéliennes. Citons 
entre autres le Mémoire de L\guerre sur le Calcul des systèmes linéai- 
res, où se trouve généralisée la notion de formes quadratiques corre- 
spondant aux substitutions linéaires indiquées plus haut; en Algèbre, à 
un point de vue tout différent, la notion importante de substitution abé- 
lienne, telle qu'elle est utilisée par M. Jordan, trouve son point de dé- 
part dans une importante remarque du Mémoire sur la transformation 
des fonctions abéliennes. 

Au milieu de tant de travaux, Hermite ne cessait de s'intéresser 
Ì la théorie des fonctions elliptiques. Je crois bien qu'elle a été son 
étude de prédilection. Les belles formules, d'une allure si parfaite, qu'on 
y rencontre remplissaient de joie, conmie il le disait, son âme d'algébriste, 
ainâ que les rapports si remarquables de ces transcendantes avec l'Al- 
gèbre et les propriétés des nombres; les Fundamenia nova de Jacobi 
étaient toujours sur sa table de travail. Une addition à la sixième édi- 
tion du Traité de Lacroix est restée célèbre dans la théorie des fonctions 
doublement périodiques; c'est de l'mtégration d'une fonction doublement 
périodique, le bng d'un parallélogramme de périodes, qu'HERMiTE, ici 
disciple de Cauchy, déduit les propriétés fondamentales de ces fonctions, 
et en particulier la décomposition en éléments simples si importante pour 
le Calcul intégral. 

En 1858, HERMrrE reprend l'étude de la transformation des fonc- 
tions elliptiques, et cherche à en approfondir davantage le mécanisme. 
D rencontre ainsi une abondante moisson et tout d'abord la résolution 
de l'équation du cinquième degré. Jacobi avait montré que, dans la 
transformation de degré n (n étant premier), il y a une relation de 
degré w + i entre les racines quatrièmes de l'ancien et du nouveau mo- 
dule; c'est l'équation qu'on appelle V équation modulaire. Deux fonctions 
vont jouer un rôle essentiel. Employant les notations de Jacobi, on sait 

que yÄ etyjt' sont des fonctions uniforme de w = -_ î; He^vMITE les 

désigne par ç (w) et ^ (w) et étudie les transformations qu'elles su- 

Mmi, Cir€. HêUm, FaUrmo, t. XV (1901). — Stampato U 21 maggio i^i. 19 
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Hssent quand on effectue sur ci> une substitution linéaire. Le fût que 
les modules satisfaisant à Téquation modulaire s'expriment, en uniisant 
les fonctions précédentes, par des fonctions uniformes d'un paramètre 
avait vivement frappé Hermfte ; il eut le pressentiment que cette drcon- 
sunce n'était possible qu*à cause de la nature singuHère de ces fonctions, 
et la fonction ç (w) sur laquelle il attira si vivement l'attention forme 
le premier exemple de ces fonctions, ayant des lignes de singularités 
essentielles, dont M. Poincaré devait plus tard faire une étude générale 
sous le nom de fonctions fuchsienncs. 

Galois av^t énoncé que pour « = 5, 7, 1 1 les équations modulaires 
sont susceptibles d*un abaissement au degré inférieur d'une unité; ce 
résultat, retrouvé aussi par M. Betti, avait été vérifié par HERurrE dès 
l'époque déjà loinuine de ses lettres à Jacobi. Il effectue maintenant la 
réduction d'une manière complète pour « = 5, en employant pour for- 
mer une réduite une fonction convenable des six racines; il trouve ainà 
une équation du cinquième degré, susceptible d'être identifiée avec l'é- 
quation 

x^ — X — a = o, 

forme à laquelle un géomètre angkûs, Jerrard, avait ramené l'équadon 
générale du cinquième degré sans employer d'autres irrationalités que 
des radicaux carrés et cubiques, a étant donné, l'identification conduit 
à une équation du quatrième degré pour trouver le module de la fonc- 
tion elliptique. L'équation du cinquième degré se trouve donc résolue, 
en ce sens que ses racines se trouvent représentées par des expressions 
s'exprimant simplement à l'aide de (p(a)) et ^(w). Cette résolution de 
réquation du cinquième degré frappa vivement l'attention des géomètres 
et, quelque temps après, Kronecker et Brioschi traitaient la môme 
question sans faire la réduction préalable à l'équation de Jerrard et 
en utilisant la relation algébrique entre le module et le multiplicateur 
dans la transformation du cinquième ordre. 

Dans un Mémoire étendu sur l'équation du cinquième degré, Her- 
MrrE exposa ensuite ses travaux, ainsi que ceux de Kronecker et de 
Brioschi, en utilisant ses anciennes recherches sur les formes du cin- 
quième degré. On trouve, de plus, dans ce Mémoire, quelques résuluts 
généraux concernant les équations de degré quelconque, n y est montré 
que, pour une équation de degré quelconque, on peut former un cer- 
tain nombre d'invariants dont les signes donnent le nombre des raci- 
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nés réelles et imaginaires de Téquadon; pareillement on peut former un 
système de covariants doubles, c'est-à-dire à deux séries de variables, ser- 
vant, conmie les fonctions de Sturm, à déterminer le nombre des ra- 
cines réelles comprises entre deux nombres. Hermite complétait ainsi 
d'une manière remarquable ses premières études sur des suites analo- 
gues à celle de Sturm. 

Nous rencontrons bientôt après un long Mémoire sur la théorie des 
équations modulaires. Pour réaUser effectivement l'abaissement de l'équa- 
tion modulaire dans les trois cas prévus par Galois, il fallait calculer 
le discriminant de cette équation. Hermite entreprend alors d'une ma- 
nière générale ime étude du discriminant des équations modulaires et sä 
décomposition en facteurs, et est ainsi conduit à d'importantes notions 
arithmétiques sur le nombre des classes de formes quadratiques. La théorie 
des équaions modulaires n'est, d'ailleurs, pas le seul lien où la théorie 
des fonctions elliptiques vient se lier à la théorie des formes quadrati- 
ques binaires de déterminant négatif. Un autre plus élémentaire s'offre 
brsqu'on développe en séries trigonométriques certains quotients de fonc- 
tions O; on obtient ainsi des identités, d'où découlent des propositions 
très cachées d'Arithmétique, et c'est ainsi, entre autres résultats, qu'HER- 
MiTE retrouve les propositions de Legendre et de Gauss sur la décom- 
position des nombres en trois carrés. Ces rapprochements étranges, en- 
tre des questions de natures si différentes, exerçaient sur son esprit une 
sorte de fascination et étaient une des causes de l'attrait qu'il eut tou- 
jours pour la théorie des fonctions elliptiques. Aussi écrivait-il im jour 
à propos des travaux de Legendre et de Gauss sur la décomposition 
des nombres en carrés : « Ces illustres géomètres, en poursuivant au prix 
de tant d'efforts leurs profondes recherches sur cette partie de l'Arith- 
métique supérieure, tendaient ainsi à leur insu vers une autre région de 
la Science et donnaient un mémorable exemple de cette mystérieuse 
unité, qui se manifeste parfois dans les travaux analytiques en apparence 
les plus éloignés. » 

IV. 

De telle: analogies et de tels rapprochements se retrouvent dans 
d'autres parties des Mathématiques. La théorie des fractions continues 
en Arithmétique; c'est-à-dire la représentation approchée d'un nombre 
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incommensurable par un nombre rationnel, avait été étendue aux fonc- 
tions d'une variable. Étant donnée une fonction d'ime variable x déve- 
loppée suivant les puissances positives et entières de x, on peut se pro- 
poser de représenter cette fonction par une fonction rationnelle de x, 
dont le numérateur et le dénominateur soient de degré n^ avec une ap- 
proximation de Tordre 2»-|-i par rapport à x; cette théorie des frac- 
tions continues algébriques offre la plus grande analogie avec la théorie 
des fractions continues arithmétiques. Hermite, qui s'était occupé de la 
représentation simultanée de plusieurs nombres par des fractions de 
môme dénominateur , devait naturellement s'attacher au problème ana- 
bgue pour plusieurs fonctions. Ce mode nouveau d'approximations al- 
gébriques simultanées le conduisit à une de ses plus belles découvertes, 
je veux parler de la transcendance du nombre ^, base des logarithmes 
népériens. Son point de départ, dans ce Mémoire célèbre Sur la fonction 
exponentidky publié en 1873, est l'approximation simultanée d'un certain 
nombre d'exponentielles de la forme ^'** au moyen de fractions ration- 
nelles; les différences entre ces exponentielles et leurs valeurs approchées 
sont représentées i l'aide d'intégrales définies, et ces approximations per- 
mettent d'établir, en faisant x = i et en supposant entiers les nombres 
a, que e ne peut satisfaire à aucune équation algébrique à coefficients 
entiers. On savait depuis longtemps former des séries représentant des 
nombres transcendants ; Liouville paraît avoir donné le premier de tels 
exemples, mais ces nombres ne jouaient aucun rôle en Analyse. L'in- 
térêt qui s'attache i un nombre aussi fondamenul que e, donnait, au 
contraire, un prix immense i la démonstration de sa transcendance. Quel- 
ques années après, M. Lindemann, en s'inspirant des études d'HERMiTE, 
démontrait la transcendance du rapport w de la circonférence au diamètre; 
en même temps se trouvait, par suite, établie l'impossibilité de la qua- 
drature du cercle. L'étude de ces belles questions a été, dans ces der- 
nières années, notablement simplifiée, mais les principes au fond sont 
restés les mômes, et les démonstrations très simples que nous possédons 
aujourd'hui ont été suggérées par les méthodes d'HERMiTE. 

Après son Mémoire sur l'exponentielle, Hermite continua ses re- 
cherches sur les fractions continues algébriques. On connaissait depuis 

Gauss le rôle des polynômes de Legendre dans le développement de 
X — I 

bg — i — en fraction continue, et les recherches de M. Heine et de 
M* Christoffel avaient montré les rapports de la théorie des fractions 
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continues avec certaines équations diflFérentielles linéaires du second ordre. 
Hermite étend tous ces résultats en montrant comment une certaine équa- 
tion linéaire d'ordre « + i, généralisant l'équation de Gauss, se lie aux 
modes d'approximations simultanées dont il avait donné une application 
dans son Mémoire Sur la fonction exponentielle; il étend ainsi, pour ne 
citer qu'un exemple, le résultat de Gauss, en développant n logarithmes 

de la forme log ^(i = 1,2, ... «) en fractions continues, ce qui 

le conduit à généraliser à un point de vue très intéressant les polynômes 
de Legendre. 

Nous avons déjà eu l'occasion de dire que la théorie des fractions 
continues arithmétiques peut se généraliser de diverses manières. De même, 
la théorie des fractions continues algébriques peut être étendue dans des 
directions différentes. Le problème suivant paraissait à Hermite de grande 
importance et l'a souvent préoccupé : étant données n séries S, , 5, , . . . S^ 
procédant suivant les puissances croissantes de x, déterminer les poly- 
nômes X, , Xj , . . . X^ de degrés (jl, , (^^ , . . . |^„ de manière à avoir pour 
la somme 5, X^ -}- S, Z^ -}- . . . -f- 5^ X^ une approximation d' ordre 
P-i + P-i + • • • + I*« + ^ — ï- fl ^ï^ donne ime solution très simple dans 
le cas où les S sont des exponentielles ^'**, et réussit dans le cas général, 
pour » = 3, à trouver un algorithme conduisant au résultat cherché 
sans avoir de systèmes d'équations à résoudre. Chemin faisant, il traite, 
mais d'une tout autre manière, le problème suivant, résolu par Tcheby- 
cheff et analogue à un problème déjà mentionné d'Arithmétique : Trouver 
deux polynômes X et 7 de degrés m et n, de manière à avoir pour 
S,X-j-S^y — Sj une approximation d'ordre w -f- « — 2. L'allure arithméti- 
que, si je puis le dire, de ces problèmes intéressait vivement HeRMrrE; ils se 
rattachaient pour lui à des questions importantes d'Analyse ; le Mémoire 
sur e en est la meilleure preuve. Il avait antérieurement consacré un 
élégant Mémoire au cas particulier de la détermination d'un système de 
polynômes U, F, tV, tels que t/ sin x -}- F cos x -|- fV commence par 
la plus haute puissance possible de la variable; il en avait tiré ime dé- 
monstration immédiate du théorème de Lambert sur l'incommensurabilité 
de 7^% et peut-être avait-il songé un instant à déduire de ce genre de 
considérations la transcendance de tç. 

La pubsance de travail d'HsRMiTE était considérable. La transcen- 
dance de Cy les fractions continues algébriques, ne lui font pas abandonner 
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les fonctìons ellipdques. Des 1872, il est en possession de Tintégradon de 
l'équadon de Lamé, comme le montrent les feuilles lithographlces de son 
G)urs de l'École Polytechnique. En 1877, ^ conmience la publication 
dans les Comptes rendus de son grand Mémoire Sur quelques applications 
des fonctions elliptiques. Les fonctions doublement périodiques de seconde 
espèce, c'est-à-dire les fonctions qui se reproduisent à un facteur con- 
stant près par l'addition d'une période, jouent un rôle capital dans le 
travail d'HERMFFE ; il étend à ces fonctions la décomposition en éléments 
simples qu'il avait donnée jadis pour les fonctions de première espèce, 
n est prêt alors pour faire l'intégration d'une équation rencontrée par 
Lame dans la théorie de la chaleur. Cette équation linéaire du second 
ordre renferme une constante arbitraire. Lamé en avait fait l'intégration 
pour certaines valeurs de cette constante; Hermite l'intègre dans tous 
les cas au moyen des fonctions doublement périodiques de seconde espèce, 
et ratuche à cette intégration la solution de quelques problèmes classi- 
ques de Mécanique, comme la recherche du mouvement d'un corps solide 
ayant un point fixe et n'étant soumis à aucune force, et celui du pen- 
dule composé. Le côté algébrique tient aussi ime grande place dans ce 
Mémoire, et les équations correspondant aux cas examinés par Lamé y 
sont l'objet d'une discussion approfondie. Ces études sur l'équation de 
Lamé ont ouvert la voie à bien des recherches analytiques ; mais, ce qui 
intéressait le plus Hermite, ce sont les applications qu'on en pouvait 
faire à la Mécanique et à l'Astronomie. Le titre qu'il avait donné à son 
Mémoire est à cet égard significatif, ainsi que la sympathie avec laquelle 
il suivit les efforts de Gyldén pour introduire les fonctions elliptiques 
en Mécanique céleste. 

J'ai déjà bien longuement parlé des travaux d'HERMiTE sur les fonc- 
tions elliptiques. Je ne puis m'arrêter sur toutes les questions qu'il a 
étudiées dans cette théorie. Que de Mémoires seraient encore à citer, 
renfermant des idées ingénieuses et originales sur lesquelles il revenait 
avec joie: décomposition des fonctions doublement périodiques de troi- 
sième espèce, à laquelle M. Appell devait apporter des compléments 
très importants, développements des fonctions elliptiques suivant les puis- 
sances croissantes de la variable, recherches des valeurs asymptotiques 
de quelques fonctions numériques, et tant d'autres. 

Hermite, comme Kronecker, s'est toujours servi des notations de 
Jacobi. Il se trouvait trop vieux pour adopter les notations de Weier* 
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STRASS, quand elles ont commencé à se répandre. Il en reconnaissait 
sans doute l'avantage au point de vue de la théorie générale, et cer- 
tains invariants mis en évidence étaient faits pour lui plaire. Mais je 
crois que la symétrie introduite le touchait peu, la dissymétrie entre les 
périodes se produisant nécessairement dans les applications. Rien n'aurait 
pu le décider à abandonner les fonctions B et les admirables identités, 
si précieuses pour TArithmétique, dont la forme lui était familière depuis 
tant d'années. 



V. 



C'est en 18^9 qu'HERMrrE fut nommé professeur à la Faculté des 
Sciences. Au début, il traita de la théorie des équations, mais à partir 
de 1875, abandonnant l'Algèbre dans ses Leçons, il se consacra au Gilcul 
int^al et à la théorie des fonctions. Ceux qui l'ont entendu, et il y en 
a certainement parmi vous, garderont toujours le souvenir de cet ensei- 
gnement incomparable. Quelles merveilleuses causeries, d'un ton grave 
que relevait par moments l'enthousiasme, où, à propos de la question 
b plus élémentaire il faisait surgir tout d'un coup d'immenses horizons, 
et où à côté de la Science d'aujourd'hui on apercevait la Science de 
demain. Jamais professeur ne fut moins didactique, mais ne fut plus 
vivant. Je ne puis, dans mes souvenirs, le comparer qu'à Wurtz ; sous 
des formes très différentes l'enseignement fut pour eux un apostolat, et 
j'ai connu des auditeurs peu familiers avec les sciences et égarés dans 
les amphithéâtres de l'illustre géomètre et de l'illustre chimiste, sortir 
stupéfaits de voir qu'une leçon d'Analyse et une leçon de Chimie pus- 
sent être si poignantes et si dramatiques. Quand Hermite parlait de la 
Science, il faisait songer à Pasteur, et il aurait pu faire sienne cette 
phrase qui revenait souvent sur les lèvres de son grand contemporain, 
que b Science se fait non seulement avec l'esprit mais aussi avec le cœur. 
C'est ce dont témoigne l'inépuisable dévouement d' Hermite pour ses 
élèves ; que d'heures il a passées à correspondre avec des géomètres de 
tous pays, connus ou inconnus, lui soumettant leurs essais et sollicitant 
ses avis. Vrai directeur scientifique, il répondait à tous avec une exqiüse 
bienveilbnce, donnant sans compter son temps et ses idées, persuadé 
qu'un savant ne contribue pas seulement aux progrès de b Science par 
SCS travaux personneb, mais aussi par les conseib donnés, particulière- 
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ment à ceux qui entrent dans la vìe scientifique. Une manifestation gran- 
diose devait montrer à Hermite, au soir de sa vie, qu*il n'avait pas eu 
affaire à des ingrats; beaucoup d'entre nous ont sans doute assisté à 
cette belle et touchante cérémonie du 24 décembre 1892, où a été fêté 
son soixante-dixième anniversaire. 

L'enseignement d'HERMrrE à la Sorbonne a exercé una très grande 
influence. Ses cours ont été lithographies et ont été lus et médités par 
tous les géomètres contemporains. Il ne craignait pas de s'arrêter sur 
les débuts du Calcul intégral, et il donnait à réfléchir à ses lecteurs sur 
les sujets les plus élémentaires. Ainsi une remarque immédiate sur l'ex- 
pression de log T par une intégrale définie l'amène un jour à la 

notion de ce qu'il appelle une coupure^ notion qu'il développe ensuite 
d'une manière générale. Les théories fondamentales de Cauchy relatives 
aux fonctions d'une variable complexe tenaient una grande place dans 
son cours. Vers 1880, un Mémoire de Weierstrass récemment paru 
appela vivement l'attention; les leçons d' Hermite firent connaître en 
France les idées du grand analyste allemand. Depuis vingt ans, tousles 
géomètres ont étudié dans ces leçons la théorie des fonctions analytiques ; 
les idées essentielles, dégagées de tout ce qui est accessoire, y sont mises 
en évidence avec un relief singulier. En même temps s'aperçoit l'esprit 
précis de l'algébriste que fut toujours Hermite. Il aimait certes les théo- 
rèmes généraux, mais à condition qu'on les appliquât ensuite à quelque 
question spéciale. Tous les géomètres n'ont pas à cet égard les mêmes 
besoins; il sufiit à quelques-uns de jouir d'un bel énoncé général et il 
semble qu'ils craignent presque de gâter leur plaisir artistique par la 
pensée d'une application à un problème spécLil. Il est heureux, je crois, 
que tous les esprits n'aient pas les mêmes tendances, mais Hermite sur 
ce point avait une opinion bien arrêtée. Aussi cherchait-il à illustrer par 
de nombreux exemples les propositions générales de Weierstrass et de 
Motag-Leffler sur la théorie des fonctions. Les fonctions elliptiques 
lui donnaient un beau champ d'applications. Son cours lui était l'occasion 
de travaux portant toujours une marque personnelle. D'une année à l'autre 
il étendait le cercle des questions traitées ; dans les derniers temps de son 
enseignement, il s'était attaché particulièrement à la théorie des intégrales 
eulériennes. Outre les applications qu'il y pouvait faire des théorèmes 
généraux de l'Analyse, il se plaisait dans les transformations difiicilcs 
des intégrales définies, iju'il maniait avec un art consommé rappelant 
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les grands géomètres de la première moîdé du siècle dernier, art qui 
semble se perdre aujourd'hui. Des Mémoires élégants sur une extension 
de k formule de Stirling et sur la fonction log r (a) furent le fruit 
de ces nouvelles recherches. 

HERMrrE, dans ses leçons, ne s'arrêtait pas A discuter les premiers 
principes de l'Analyse. Il pensait modestement que les études de Philo- 
sophie mathématique, si en honneur aujourd'hui, devaient être de grande 
importance, puisque tant d'esprits éminents s'y adonnent; mais, malgré 
toute sa bonne volonté, il ne pouvait arriver à s'y intéresser. La cause 
en était peut-être dans sa philosophie un peu mystique sur l'essence 
du nombre; il croyait que les nombres forment un monde ayant son 
existence propre en dehors de nous, monde dont nous pouvons saisir 
seulement ici-bas quelques-unes des harmonies profondes. Dans l'antiquité 
il eût été platonicien, et au moyen âge, dans la longue querelle entre 
le réalisme et le nominalisme, il aurait suivi Guh-Laume de Champeaux 
avec les réalistes. Dans une sphère moins élevée, mais dans un ordre 
d'idées se rattachant à ce qui précède, il avait vu avec regrets les efforts 
£ûts depuis une vingtaine d'années pour introduire l'extrême rigueur 
dans l'enseignement élémentaire. On lit, dans un article écrit quelques 
semaines avant sa mort et destiné à un journal d'enseignement : « L'ad- 
miration, a-t-on dit, est le principe du savoir, ... ; je m'autoriserai de 
cette pensée pour exprimer le désir qu'on fasse la part plus large, pour 
les étudiants, aux choses simples et belles, qu'à l'extrême rigueur au- 
jourd'hui si en honneur, mais bien peu attrayante, souvent même fatigante 
et sans grand profit pour le commençant qui n'en peut comprendre 
l'intérêt». Toute h méthode d'enseignement d'HERMiTE tient en raccourci 
dans ces quelques lignes : personne plus que lui ne sut exciter l'admira- 
tion pour les choses simples et belles. 

Arrivé au terme de cette leçon, je suis loin d'avoir énuméré tous 
les mémoires ou notes d'HERMiTE qui demanderaient une mention. Il 
Ésiut au moins citer ses recherches sur la représentation analytique des 
substitutions, ses belles études sur les polynômes à deux variables qui 
généralisent les polynômes de Legendre, sur l'interpolation, sur les nom- 
bres de Bernoulli, sur les fonctions sphériques, etc.; toutes portant la 
trace de sa rare pénétration. 

Lagrange vieillissant, à ce que raconte Delambre, avait perdu le 
goût des Mathématiques, et son enthousiasme s'était éteint. Hermite fut 
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plus heureux; les fatigues de Tage ne ralendrent pas son activité intel- 
lectuelle, ni Tîntérêt qu'il prenait aux choses de la pensée. Sa belle in- 
telUgence garda jusqu'à la fin toute sa vivacité, et il continuait à suivre 
de près le mouvement scientifique contemporain. Sans doute, chose bien 
naturelle chez un vieillard de son âge, il avait à faire des réserves au 
sujet de certaines hardiesses de la pensée mathématique actuelle; mais, 
plus optimiste sur ce terrain qu'il ne l'était dans d'autres domaines, il 
aimait à espérer que de cette vie intense sortirait quelque chose de grand 
et de durable, et il entrevoyait un bel avenir pour la Science mathé- 
matique du XX* siècle. Parfois il regrettait que la théorie des nombres 
fût peu cultivée en France, regret d'autant mieux justifié que la péné- 
tration fatale de la théorie des nombres dans la théorie des fonctions 
donnera une grande force à ceux qui seront pénétrés des principes de 
l'Arithmétique supérieure, et que certaines recherches relatives à la fois 
à l'Arithmétique et à l'Analyse des fonctions pourraient donner, semble-t-il, 
dès aujourd'hui une fructueuse moisson. Il se rappelait qu'il n'aurait jamais 
pu écrire son Mémoire sur la transformation des fonctions abéliennes 
s'il n'avait été familier avec les questions arithmétiques, exemple de l'appui 
que se prêtent les diverses parties de la Science et du danger qu'il y 
a, pour les chercheurs, à se cantonner dans des domaines spéciaux. 

Dans ses dernières années, l'immense correspondance d'HERMiTE 
l'occupait de plus en plus. Il n'avait jamais aimé le monde, et il en re- 
doutait les obligations qui ne sont souvent pour l'homme d'étude que 
de grandes pertes de temps. Toute son activité extérieure se concentrait 
dans de longues causeries épistolaires avec de lointains amis. Les Ma- 
thématiques en formaient une bonne part, mais aussi bien d'autres sujets, 
et, entre deux pages consacrées aux fonctions elliptiques et aux nombres 
de Bernoulli venait s'intercaler une page sur la politique européenne. 
Ses lectures s'étendaient sur les sujets les plus variés, et son excellente 
mémoire retenait fidèlement tout ce qu'il avait lu. A côté du savant, il 
y avait chez Hermfie un écrivain. Dans les Notices qu'il eut à écrire 
de temps à autre, son style grave, exempt de toutes recherches, laissait 
une impression profonde; plus d'une page dans sa correspondance mé- 
riterait d'être conservée, s'il était permis de la publier. 

L'œuvre d'HERMFFE se trouve dispersée dans un grand nombre de 
journaux scientifiques français et étrangers; elle grandira encore quand 
elle se trouvera rassemblée et qu'on pourra ainsi mieux juger de sa 
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felle unité. A peu d'exceptions pris, les Mémoires sont courts. La marche 
g&x^kdk des idées y est toujours mise en évidence, mais, surtout dans 
^ première partie de la carrière d'HERMiTE, la rédaction se présente 
^^^is une forme synthétique, et le soin d'établir de nombreuses propo- 
serons intermédiaires, dont Ténoncé seul est indiqué, est laissé à la charge 
*U. lecteur. Quel fructueux exercice que la lecture d'un de ces Mémoires 
fondamentaux pour l'étudiant bien doué qui cherche à en rétablir tous 
Ws détails. 

Le temps n'est pas encore venu, et, d'ailleurs, il ne m'appartient 
pas de porter un jugement sur l'œuvre d'HERMiTE. Certaines parties de 
cette œuvre sont aujourd'hui en pleine lumière et ont rendu son nom cé- 
lèbre, d'autres seront dans l'avenir la source de belles découvertes et 
contribueront encore à sa renommée. Une impression peut toutefois se 
dégager de cette étude sommaire. Les Travaux les plus importants 
d'HERMrrE se rapportent aux fonctions elliptiques et abéliennes, aux for- 
mes algébriques et à la théorie des nombres; mais ces divers Travaux 
ne sont pas isolés et l'on éprouve un singulier embarras à les faire ren- 
trer dans une classification qui, en Mathématiques comme ailleurs, est 
toujours insuffisante et provisoire. Les recherches sur l'équation ducin- 
qidème degré appartiennent-elles à l'Algèbre ou à la Théorie des fonc- 
tions elliptiques, et le Mémoire sur la transformation des fonctions abé- 
Eennes relève-t-il de l'Arithmétique ou de la Théorie des fonctions ? Si 
cependant, en restant dans les cadres habituels, on veut essayer de dé- 
finir le génie d'HERMiTE, on peut dire que les points de vue arithmé- 
tique et algébrique prédominent dans son œuvre. C'est en Algèbre et en 
Arithmétique qu'il a été surtout un inventeur et un créateur. Avec 
Cayley et Sylvester, il a fondé la théorie des covariants des formes 
algébriques, et les admirables recherches, où il a introduit le continu 
dans le domaine du discontinu, lui assurent dans la Théorie des nom- 
bres, cette reine des Mathématiques, une place d'honneur à côté des 
deux grands géomèttes, dont il aimait à se dire le disciple, Gauss et 
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ESTRATTI DAI VERBAU DELLE ADUNANZE 

[Vedi t XIV, pp. 30J-512]. 



Per le pabblicaiioiii liceTuu i» dono t prcseaute nelle Tarie Adimenie, 
▼eggasi la Seconda Parte (Biblioteca Matematica). 



ADUNANZA DEL 13 GENNAJO 1901. (Presidcnia G. B. Cuccia). 

Corrispondenza. — Con lettere del 26 e 30 dicembre 1900, i sigg. Dr. Adolfo 
Meelani e Dr. Alberto Conti si dimettono di sod del Circolo. 

Ammissione di nuovi soci — Dietro votazioni a schede segrete sono eletti 
soci non residenti i signori: R. de Montessus de Ballorb [Senlis, Oise (France)], 
proposto dai sod Laisant e Gucda, e Dr. Generoso Gallucci (Caltanissetta), pro- 
posto dai sod Gerbaldi è Fiorentino. 

Memorie e Comnnicazioni« 

CALAPSO : Sulle deformazioni del paraboloide di rotazione. 



ADUNANZA DEL 27 GENNAJO 1901. (Presidenza F. Caldarera). 
Il Presidente, con profondo rammarico» dà il triste annuncio della morte cfi 
Charles Hermite, awenuu in Parigi 14 gcnnajo 1901. 



ADUNANZA DEL io FEBBRAJO 1901. (Preàdenza F. Caldarera). 

Ammissione di nuovi soci — Dietro votazione a schede segrete il signor 
Dr. Vittorio Nobile (Napoli), proposto dei sod Torelli e Del Re, è eletto sodo non 
residente. 



ADUNANZA DEL 24 FEBBRAJO 1901. (Pretàdenza G. B. Cuccia). 

Ammissione di nuovi soci — Dietro votazione a schede segrete, il signor 
Dr. Francesco Severi (Torino), proposto dai sod Gucda e Gerbaldi, è eletto socio 
mm residente. 



ADUNANZA DEL 10 MARZO 1901. (Presidenza F. Caldarera). 

Corrispondenza. — Con lettera del i marzo corr. U Dr. Vittorio Nobile rin- 
grazia per la sua ammissione a sodo dd Circola 

Memorie e Comunicazioni. 

SEVERI : Intorno ai punti doppi impropri di una superficie generale dello spazio 
a quattro dimensioni^ e a* suoi punti tripli apparente 

BAGNERÀ : / gruppi finiti reali di sostitujioni lineari quaternarie. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 17 MARZO 1901. (Pxesidenza F. Cal- 
darera). 

La seduta è aperta aUe ore 16. 

Bilanci. — Esposizione ed approvazione dd Conio consuntivo ieSVeserci\io i^, 
reso dal Tesoriere, e dd Bilancio di previsione per Veserci\io i^i. 
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Biblioteca. — L*a5seniblea delibera: « i® di approvare l'operato ddio Ufficio di 
e Presdenza che non ha sostituito alcun impiegato retribuito al posto di Direttore della 
e Biblioteca [art 2 del Regolamento speciale per la Biblioteca (vedi t XIII, pp. 376-378], 
e rimasto vacante fin dal 1° settembre 1900; 2^ di ringraziare il prof. Torelli ed 
e il Dottore Lugaro che dal primo settembre 1900 fino ad oggi hanno prestato la loro 
coperà assidua ed intelligente a vantaggio della Biblioteca; 3° di non nominare per 
«Fanno corrente alcun impiegato retribuito ail'uffido di Direttore della Biblioteca; 4^ di 
«affidare alla solerzia dei bibliotecari, di cm all'art 14 dello Statuto, tutto il lavoro 
«die esige il buon andamento della Biblioteca, sotto la direzione dell'Ufficio di Pre- 
« sidenza, il quale all'uopo delegherà un sodo di sua fiducia, che curi la scrupolosa 
«osservanza del Regolamento e s'interessi a che la Biblioteca non manchi d'essere 
« aperta ai sod per 1 5 ore settimanali (art i del detto Regolamento) ». 

Dietro votazione a schede segrete, i sod Dr. Pasquale Calapso e Dr. Enrico 
Lugaro, con 12 voti favorevoli su 12 votanti, sono eletti Bibliotecari del Qrcolo, da 
oggi al 31 dicembre 1901. — L'uffido di Presidenza comunica : « 1° che ha nominato 
« quale suo delegato per l'alta sorveglianza della Biblioteca il prof. Torelli, il quale 
« accetta. 2^ Che le sale del Circolo saranno aperte ai sod col seguente orario : a) Tutti 
« i giorni (meno i festivi) dalle 14 \ alle 17 per la lettura in Biblioteca; h) il Giovedì 
e (meno i festivi) dalle ore io alle 11 'l, pel servizio dei prestiti a' sensi del Regolamento». 

Estratti agli Autori« — L'assemblea delibera : 1° « Che ad ogni sodo autore 
«di Nota o Memoria, accettata per la sumpa dal Comitato di redazione (art. 32, 
e comma 2®» dello Stamto) e pubblicata nei Rendiconti^ siano dati gratuitamente 100 
« estratti del suo lavoro. 2^ Che detta deliberazione debba andare in vigore a partire 
e dal giorno in cui n numero totale dei soci (residenti e non residenti) del Circolo, che 
«in atto è di 183, raggiungerà i 200. » 

Memorie e ComnnicazionL 

DE DONDER : Étude sur les invariants intégraux. 

La seduu è tolta alle ore 18. 



ADUNANZA DEL 24 MARZO 1901. (Presidenza F. Caldarera). 

Memorie e Comunicazioni. 

PACI : Sulla /unitone poten^iale di uno strato superficiale sferico. 



ADUNANZA STRAORDINARIA DEL 3 APRILE 1901. (Presidenza G. B. 
Guccla). 

La seduta è aperta alle ore 17.— Sono presenti i sod: Albeggiani, Bagnerà, Bou- 
tade, Certo, De Franchis, Gebbia, Gerbaldi, Gucda, Guggino, Miceli, Pepofi, Poincaré, 
Porcelfi (S.), Torelli, Venturi, Zona. 

Ammisiiione di nuovi socL — Dietro vourioni a schede segrete : 

n signor Agostino Arista (Palermo), proposto dai sod Calapso e Gucda, è 
detto socio residente, 

I signori: Dr. Roberto Bonola (Petralia Sottana), proposto dai sod Pincherie 
e Gucda; Dr. Th. De Donder (Bruxelles), proposto dai sod Poincaré e Gucc<a; 
Dr. Umberto Perazzo (Torino), proposto dai sod Gucda e Gerbaldi, sono eletti soci 
mm residetUL 



TORELLI: Smr fWyirr fhfiiiJ ir X. Pocccuil smr Us iiidux prem'en. 

GERBALOI : SaS* rüvfmft ü to' [rsia ftr i ^rnppc U j6o ^olU:.&iiicni ^tsie. 

POINC\RÉ : Qhdrma rtmarr^a jar Jk: irtmfts amtim. 

Lt C3onaiajâoac ad locâj Possicele riscaace g5 ipplaaa idT Assemhtea. H Pie- 
SiDixn, a ooQBC idb Sacàesi, nv^alge ^^m ni^aifasisiti aliUIustre outenutico fnn- 
one |«cr b sni muf or jnt t «niiK v% iiJope. — La sedata e toha alle ore 19. 



ADUNANZA DEL 14 APRILE 19C1. (Preskzm F. Ge».vloi> 

Ammlwiooe di saovi socL — Diesra Tocàcne 1 schede segrete, H sig. Paolo 
Cattaveo rPaJjnX pr3^3tt3 isi ud Leri-O*^ e Gjcjà, è àexto s^àc men resUenU, 

Hcnonc e CotwHicBfioon» 

BONOLA : De'irmiz^iicnê^ /«r rù ^ecmgìrisd, iti tre t':^i li iMrw : i vrh?/i:e, 
tOitticc, paraMicc. 

BL'RAU-FORTl : Il mttoiê id GftxssxAinc wib Ce^meSrii prcieltiva (Nota UT). 



ADLTCANZA DEL 2« APRILE looi. (Prcsüena F. CAiOAmuAV 
Ammissione di avovi socL — Dietro roca rioni a sdieJe segrete : 3 sig. Fram- 
cc%co Paolo B%tt£Si (PalemiD). p ny j»i a du sod Calapso e Gnoâa, è detto xò» 
fitUtnU, ti ti Dr. Ub.u.i>o Bauieu (RooiaX prjposu dai sod Burgatti e Geiialdi, 
è detto socio men res'Jentê. 



ADUNANZA DEL 12 MAGGIO 1901. (Pfcshkma F. Caldakeea). 

Corrispondeiisa. — Con ktma dd 1* maggio 1900 i ù^ Fraxcesco Paolo 
Bariesi na;!razia per la sua ancmssiooe a sodo dd Grc&la 

Biblioteca. ^ n voco Gesbaldi oìTre in dono alla Bìbfioceca della Sodeti il 
Tomo V della ■ Rj:ccìU di Lettere ed altri scritti interne dlU isLa ed alle Matematkht, 
c^mpihu dal Prjf. Bvrnaba Tortolivi e dii Djtton Clemente Paloiiba ed Ignazio 
Cugson: » (Roma, Tipografia Marini e Morini, 184c). E Circoio ringzazia. 

Memorie e Comnnicazioni. 

SKVKI^I : Erruu corride r^*^:izj alU W/;: • Interno ai pmuH doppi impropri di 
u%i s.^ref.Je ;efierj!e */r.**V spa^ic a quattro dimetsioni, e j' nii?i punti tripli apparenti » 
<.AJunai.-a de! io marzo 1901). [Qu.-sti Rendiconti, L XV (1901% pp. îJ-Ji]. 

« lì perioJo che precede Pultima proposizioae dd n^ 14 (pag. 51, Enea 16 e se- 
« g-jenr!\ deve modificarsi cosi : 

« Sicco ne b F^ proiezione genetica della superficie dd Verokese non giace in 
« una quaJrica, ed ogni superfide dello 5^ giacente in una quadrica, se non è b F* 
« rijja:a. non può avere punti doppi impropri, potremo enunciare die : .... » 



ADUNANZA DEL 26 M.\GGIO 1901. (Prcsidema G. B. Guccia). 
Ammissione di nnovi socL — Dietro votazione a schede segrete il Dr. Ugo 
Amaldi (Bologna), proposto dai sod Pincherie ed Enriques, è detto socio non residente. 
Memorie e ComnnicszionL 
VITALI : Sêpré it e^mu^i digeren^iuli limari omogenee a coefdtnti algebrici. 

F. G^ G. B. G. 



I GRUPPI FINITI REALI DI SOSTITUZIONI LINEARI 
QUATERNARIE. 

Memoria dì G. Bagnerà, in Palermo. 



Adunanza del io marzo 1901. 



Prefazione. 



Occupandomi del problema che consiste nella ricerca di tutti i gruppi 
finiti di collineazioni nel nostro spazio, sono giunto alla conoscenza di 
due classi molto estese di gruppi siffatti; una di queste è costituita di 
tutti i gruppi di collineazioni che contengono omologie, e Taltra di tutti 
i gruppi di collineazioni che si possono mettere sotto forma reale. 

n presente lavoro è dedicato esclusivamente allo studio sistematico 
dd gruppi dell'ultima delle due classi ora dette. Io dimostro che questi 
gruppi sono isomorfi a gruppi di sostituzioni ortogonali, e, a causa di 
dò, ricado sostanzialmente, per quel che riguarda la loro enumerazione, 
sopra un problema che, da un altro punto di vista, è stato trattato dal 
sig. E. GouRSAT in una sua importante memoria *). 

La relazione tra i due lavori, il mio e quello del sig. Goursat, è 
chiaramente messa in rilievo alla fine del § III, ed io, a questo punto, 
avrd potuto richiamare i risultati ottenuti nella citata memoria appor- 
tando in tale modo una riduzione alla mole del mio lavoro, ma ho pre- 
ferito squire la via intrapresa per conservare l'omogeneità nel procedi- 
mento della mia analisi, e ancora più perchè a me interessava avere volta 
per volta sotto forma esplicita le sostituzioni generatrici di ciascuno gruppo 
per lo studio della corrispondente configurazione geometrica. D'altronde 



*) Sur Us substitutions ortìwgonahs et Us divisions régulières de l'espace [Aa- 
nalcs de l'École Normale Supérieure, 3* série, tome VI (1889), pp. 9-102J. 

Mfi, Circ» ìùUtm, Fêltrmo, t. XV (1901). — Sumpato il ai maggio 1^1. ai 
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Memorie e Comtmicasioni. 

TORELLI: Sur quelques théorèmes de M. Poincaré sur les idéaux premiers. 

GERB ALDI : Sulle risolventi di io° grado per U gruppo di )6o collineaiioni piane, 

POINCARÉ : Quelques remarques sur les groupes continus, 

La comunicazione del sodo Poincaré riscuote gli applausi dell'Assemblea. Il Pre- 
sidente, a nome della Società, rivolge vivi ringraziamenti all'illustre matematico fran- 
cese per la sua importante comunicazione. — La seduta è tolta alle ore 19. 



ADUNANZA DEL 14 APRILE 1901. (Presidenza F. Gerbaldi). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votazione a schede segrete, il sig. Paolo 
Cattaneo (Padova), proposto dai soci Levi-Civita e Gucda, è eletto socio non residente. 

Memorie e Comunicazioni. 

BONOLA : Delerminaiione, per via geometrica, dei tre tipi di spazio : iperbolico, 
eUittico, parabolico. 

BURALI-FORTI : // metodo del Grassmann nella Geometria proiettiva (Nota IH*). 



ADUNANZA DEL 28 APRILE 1901. (Presidenza F. Caldarera). 

Ammissione di nuovi soci. — Dietro votanoni a schede segrete : il sig. Fran- 
cesco Paolo Barresi (Palermo), proposto dai sod Calapso e Gucda, è eletto socio 
residente, ed il Dr. Ubaldo Barbieri (Roma), proposto dai sod Burgatti e Gerbaldi, 
è eletto socio non residente. 



ADUNANZA DEL 12 MAGGIO 1901. (Preàdenia F. Caldarera). 

Corrispondenza. — Con lettera del i** maggio 1900 il sig. Francesco Paolo 
Barresi ringrazia per la sua ammissione a sodo del Circolo. 

Biblioteca. — Il sodo Gerbaldi offre in dono alla Biblioteca della Sodetà il 
Tomo V della « Raccolta di Lettere ed altri scritti intorno alla fisica ed alle Matematiche^ 
compilata dal Prof. Barnaba Tortolini e dai Dottori Clemente Palomba ed Ignazio 
Cugnoni » (Roma, Tipografia Marini e Morini, 1849). ^^ Circolo ringrazia. 

Memorie e Comunicazioni« 

SEVERI : Errata corride relativa alla Nota : «r Intorno ai punti doppi impropri di 
una superficie generale dello spazio a quattro dimensioni, e a* suoi punti tripli apparenti » 
(Adunanza del io marzo 1901). [Questi Rendiconti, t XV (1901), pp. 33-5 ij. 

«Il periodo che precede l'ultima proposizione del n** 14 (pag. 51, linea 16 e se- 
it guenti), deve modificarsi cosi : 

« Siccome la F^ projezione generica della superfìde del Veronese non giace in 
« una quadrica, ed ogni superfìde dello 5^ giacente in una quadrica, se non è la F^ 
« rigata, non può avere punti doppi impropri, potremo enunciare che : .... » 
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Occupandomi del problema che consiste nella ricerca di tutti i gruppi 
finiti di collineazioni nel nostro spazio, sono giunto alla conoscenza di 
due classi molto estese di gruppi siffatti; una di queste è costituita di 
tutti i gruppi di collineazioni che contengono omologie, e Taltra di tutti 
i gruppi di collineazioni che si possono mettere sotto forma reale. 

n presente lavoro è dedicato esclusivamente allo studio sistematico 
dei gruppi dell'ultima delle due classi ora dette. Io dimostro che questi 
gruppi sono isomorfi a gruppi di sostituzioni ortogonali, e, a causa di 
ciò, ricado sostanzialmente, per quel che riguarda la loro enumerazione, 
sopra un problema che, da un altro punto di vista, è stato trattato dal 
sig. E. GouRSAT in una sua importante memoria *). 

La relazione tra i due lavori, il mio e quello del sig. Goursat, è 
chiaramente messa in rilievo alla fine del § III, ed io, a questo punto, 
avrei potuto richiamare i risultati ottenuti nella citata memoria appor- 
tando in tale modo una riduzione alla mole del mio lavoro, ma ho pre- 
ferito seguire la via intrapresa per conservare l'omogeneità nel procedi- 
mento della mia analisi, e ancora più perchè a me interessava avere volta 
per volta sotto forma esplicita le sostituzioni generatrici di ciascuno gruppo 
per lo studio della corrispondente configurazione geometrica. D'altronde 
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Prefazione. 



Occupandomi del problema che consiste nella ricerca di tutti i gruppi 
finiti di collineazioni nel nostro spazio, sono giunto alla conoscenza di 
due classi molto estese di gruppi siffatti; una di queste è costituita di 
tutti i gruppi di collineazioni che contengono omologie, e Taltra di tutti 
i gruppi di collineazioni che si possono mettere sotto forma reale. 

n presente lavoro è dedicato esclusivamente allo studio sistematico 
dei gruppi dell'ultima delle due classi ora dette. Io dimostro che questi 
gruppi sono isomorfi a gruppi di sostituzioni ortogonali, e, a causa di 
ciò, ricado sostanzialmente, per quel che riguarda la loro enumerazione, 
sopra un problema che, da un altro punto di vista, è stato trattato dal 
sig. E. GouRSAT in una sua importante memoria *). 

La relazione tra i due lavori, il mio e quello del sig. Goursat, è 
chiaramente messa in rilievo alla fine del § III, ed io, a questo punto, 
avrei potuto richiamare i risultati ottenuti nella citata memoria appor- 
tando in tale modo una riduzione alla mole del mio lavoro, ma ho pre- 
ferito seguire la via intrapresa per conservare l'omogeneità nel procedi- 
mento della mia analisi, e ancora più perchè a me interessava avere volta 
per volta sotto forma esplicita le sostituzioni generatrici di ciascuno gruppo 
per lo studio della corrispondente configurazione geometrica. D'altronde 



*) Sur Us substitutions orthogonaUs et Us divisions riguìières de l'espace [An- 
nales de l'École Normale Supérieure, 3* série, tome VI (1889), pp. 9-102]. 
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Fenumerazione del sig. Goursat aveva bisogno di essere in qualche parte 
completata : i gruppi da me segnati coi numeri VII e XLI sono sfug- 
giti all'analisi del sig. Goursat; i gruppi segnati coi numeri XXXIV 
e XXXV sono dall'Autore confusi in un solo tipo, come pure sono con- 
fusi in un solo tipo i gruppi da me segnati coi numeri XXXVI, XXXVIII, 
XXXIX e XL: ciò perchè l'Autore non ha creduto di fare una ulte- 
riore analisi delle congruenze numeriche alle quali è pervenuto. 

I gruppi di cui mi occupo in questo lavoro sono divisi in due ca- 
tegorie : nella prima categoria sono contenuti tutti i gruppi di collinea- 
zionl che sono rappresentati da gruppi di sostituzioni reali ed unimodu- 
lari ; nella seconda categoria stanno invece i gruppi di collineazioni, per 
i quali i gruppi di sostituzioni reali che li rappresentano contengono so- 
stituzioni di modulo — I. 

I gruppi della prima categoria sono poi divisi in tre classi. Nella 
prima cbsse sono compresi i gruppi di collineazioni che lasciano fermo 
un tetraedro, tali però che i vertici di questo tetraedro possono subire, 
mediante le operaâoni di ogni gruppo, soltanto le permutazioni del gruppo 
quadrinomio {Vitrer gruppi) o di un suo sottogruppo, cosi che le tre 
coppie di spìgoli opposti del tetraedro vengono trasformati ciascuna in 
sé; i gruppi della prima classe ammettono solamente meriedrie cicliche 
o meriedrie diedre. Nella seconda classe sono compresi i gruppi che la- 
sciano inalterata una sola congruenza lineare di rette ; ogni gruppo della 
seconda classe ammette una meriedria tetraedrica o ottaedrica o icosae- 
drica. Finalmente nella terza classe sono compresi i gruppi per ognuno 
dei quali non esiste una congruenza lineare che sia trasformata in sé da 
tutte le collineazioni del gruppo. 

Ogni gruppo della seconda categoria ha un sottogruppo d'indice due 
che appartiene alla prima categoria e che non é mai della seconda classe ; 
sicché i gruppi della seconda categoria sono divisi in due classi, secondo 
che il detto sottogruppo d'indice due appartiene alla prima o alla terza 
classe dei gruppi della prima categoria. 

Dei gruppi di collineazioni più interessanti trovo tutti i divisori e la 
distribuzione di questi divisori dentro il gruppo principale in corrispon- 
denza alla configurazione geometrica a cui questo dà luogo. Alcuni di 
questi gruppi, e particolarmente quelli che danno luogo a configurazioni 
desmiche, sono stati studiati da altri che saranno citati a loro luogo. A 
proposito del più importante di essi, che è un gruppo di grado 1152, 
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5 ai due sottogruppi di grado metà prima conosciuti, ne ho trovato 

terzo che è quello da me denotato con Gj^^. 

I vari tipi di gruppi trovati nel presente lavoro sono confron- 

i tra loro due a due e sono studiate tutte le relazioni di similitudine 

ut tra essi possono intercedere dentro il totale gruppo di tutte le coUi- 

taâooi, reali o no: questo studio riescirà, io penso, di grande aiuto 

;er adontare il problema generale a cui ho accennato in principio ; d'al- 

troode b mi propongo di ritornare su questo argomento. 

§ I. — La qu€ulr tea fondamentale, 

i. Sia 

, . \ ^a = ^a. ^. + ^.^^. + ^a3 ^3 + ^^4^4 

^^^ j ^'3 = ^31^1 + ^3»^a + ^33^3 + ^34^4 

( < = ^4«^. + ^4a^a + ^,^3 + ^44^4 

ana sostituzione lineare quaternaria i cui coefficienti c^j sono supposti nu- 
meri reali, ed ammettiamo che essa faccia parte di un derminato gruppo 
fifttto G (U tali sostituzioni. 

Consideriamo la forma quadratica definita : 

(2) ^:+^:+^;+^:, 

e trasformiamola con tutte le operazioni del gruppo G. Giacché le sosti- 
tuaoni di questo gruppo sono, per ipotesi, reali, le trasformate della (2) 
mediante le dette sostituzioni sono altrettante forme essenzialmente posi- 
tive, e quindi non è possibile che la loro somma si riduca identicamente 
a zero. Questa somma è perciò una forma quadratica definita la quale 
rimane inalterata per tutte le sostituzioni del gruppo considerato. 

Dunque, per ogni gruppo finito di sostituzioni lineari reali, esiste 
una forma quadratica definita che rimane inalterata per tutte le operazioni 
del gruppo ; e per stabilire questo risultato noi abbiamo ripetuto il ragio- 
namento che ha servito al sig. Moore *) per dimostrare che ogni gruppo 
finito di sostituzioni lineari, reale o no, lascia inalterata una forma po- 
sitiva d'HERMrrs. 

Trasformando l'intero gruppo con un'opportuna sostituzione reale, la 



•) An Universal Invariant for Finite Groups of Linear Substitutions [Mathema- 
tifdie AnnakD, Bd. L (1898), pp. 213-210]. 
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detta forma quadratica â può portare nella (2), ed allora le sostinmonì 
dd gruppo G sono sostituzioni ortogonali. 

I gruppi finiti di sostituzioni reali quaternarie sono quindi da rìcer> 
carsi dentro il gruppo dei movimenti ddlo spazio ellittico a tre dimen- 
»oni o, ciò che è lo stesso, nel gruppo di simmetrie e rotazioni attorno 
un punto dello spazio euclideo a quattro dimensioni 1^. 

E, per precisare le idee, se la sostituzione (i) lascia inalterata la (2), 
essa rappresenta una rotazione, e sarà denotata con C, quando il suo 
modulo ha il valore -j* i; rappresenta poi una simmetria, e sari allora de- 
notata con C, quando il suo modulo ha il valore — i ; ben inteso, a 
scanso di equivoci, che qui noi chiamiamo simmetrìa anche il prodotto 
di una rotazione per una simmetria propriamente detta rispetto ad un 
iperpiano di Z^ passante per il centro di rotatone. 

Se un gruppo finito contiene simmetrìe, è evidente che il loro nu- 
mero è ^;uale a quello delle rotazioni, e queste ultime costituiscono un 
gruppo che è un di^ósore normale d'indice due dentro il gruppo totale. 

2. Abbandoniamo per un momento l'ipotesi che i coefficienti c-j della 
sostituzione (i) siano reali ed ammettiamo che essi possano scegliersi 
arbitrariamente nel campo dei numeri immaginari, in modo perù che il 
modulo della detu sostituzione risulti diverso da zero. 

Con le due quaterne di variabili 

• • • • 

^i> ^a> ^j> Î4 

formiamo le note combinazioni : 

^i ^^ ^a^j ^3^a> ^a ^^^ ^3?.i ^i\}> ^i ^^^ \t\z ^a ^i > 

^, = ^1 ^4 "" ^4^« > ^a = îaÎ4 "" <4^â > ^5 = ^3^^ " ^X ' 

Quando le dette due quaterne subiscono la sostituzione (i), le sei 

variabili 

^i > ^a» S» ^' * ^*» ^J 
subiscono la sostituzione lineare: 



(I') 
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dove bisogna ritenere 



Crf =: c- e — C- C' . 



Gli elementi del modulo M di questa sostituzione sono i 36 minori 
di secondo ordine contenuti nel modulo M di (i); inoltre, due tali ele- 
menti, che siano minori complementari in M, figurano in M col segno 
che loro compete affinchè Tuno sia il complemento algebrico deiraltro 
in M. 

La sostituzione (i') non altera la forma quadratica 

(3) 5,^ + Ç..>J, + Ç3>ï, 

che per un fattore numerico, e pr;icisamente si trova che questo fattore 
numerico è il modulo M della sostituzione (i). Dunque, il rapporto tra 
il discrimhiante della forma quadratica trasforirata e quello della forma 
primidva è Al^, e perciò deve essere 

poi, calcolando qualche termine di M, si otdene di fatto la nota rela- 
zione *) 

(4) M = Af^ 

Se partiamo invece da una data sostituzione (i'), di modulo M, la 
quale alteri la forma (3) soltanto per un fattore numerico, che chia- 
miamo M, la relazione (4) non si verifica necessariamente : potrebbe 
anche darsi che sia 

(5) M = -M', 

ed allora alla sostituzione data (i') non corrisponde una sostituzione 
quaternaria (i). 

Possiamo dunque scindere tutte le sostituzioni (i') che godono la 
proprietà di moltiplicare la forma (3) per un fattore numerico in due 
classi : metteremo nella prima classe tutte quelle per cui si verifica la (4), 
e nella seconda classe tutte quelle per cui si verifica la (5). Le sostitu- 
zioni della prima classe formano evidentemente gruppo, il quale è iso- 
morfo al gruppo di tutte le sostituzioni quaternarie (i). Questo isomor- 
fism.o è, d'altra parte, cosi notorio **) che noi non abbiamo bisogno di 
insistervi : osserviamo però che esso è oloedrico soltanto quando si con- 



•) Caso particolare di un teorema di Syu-esteh. Vedi ad es. Pascal, / dttir* 
minanti, pag. 114. 

••) F. Klein, Ueher Liniengeometrie und metrische Geometrie [Mathematische An- 
naicn, Bd. V (1872), pp. 257-277]. 
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viene, come noi conveniamo, di considerare come eguali due sostituzioni 
quaternarie che si ricavano l'una dall'altra cambiando il segno a tutti gli 
elementi del modulo. 



(0 



3. Ritorniamo ora all'ipotesi che la sostituzione (i) sb una sostitu- 
zione reale ortogonale e facciamo le posizioni: 

••il ^2} ^2} > **I1 »3 2} > **l} ^2} ^2} 9 

•^11 '^aì ì^ ^a| > "^la ^aj 1 ^aj > *^i3 '^aj I ^2} > 

•^ai '^ji '^ji » '*aa ^|i 31 » a3 ^31 ^^31 » 

•^11 ^^31 1^ ^31 » "^aa ^31 1^ ^31 > '^a3 ^31 1^ ^31 > 

••31 ^12 ^%2 > **5a la ^la > '•3} ^la la > 

•^31 ^la \^ '^la > "^ja ^12 \^ '^ii > "33 ^la 1^ ^la * 

Se il modulo della sostituzione (i) ha il valore -|- i, allora ogni 
minore C^. è eguale al proprio complemento algebrico preso nel detto 
modulo, e se il modulo di (i) ha il valore — i ognuno dei detti mi- 
nori differisce dal proprio complemento algebrico solamente per il segno. 
Dunque ponendo: 

^, = Ç, », , ^a = ^a — ^a > ^3 ^^ ^J ^3 » 

>. = Ç. + ^. » >a = 5a + >»a> 3^3 = ^1 + ^3 ' 

la sostituzione (i') assume, nel primo caso, la forma notevole: 

e = j ^a = ^a.^. + ^aa^a + ^,3 ^3 ' ^^ = ^-«J'i + ^a^'a + K^V^ > 

mentre, nel secondo caso, la detta sostituzione si scrive: 

/ < = *.«>'. + ^.aJ'a + *.,3'3 > /« = ^M^, + ^xa^a + ^,3^3 ' 

C = j ^1= *a,3'« + ^aa^'a + K^V, f ^2 = ^ai ^1 + ^aa ^a + ^a3 ^3 > 

( ^; = ^iJ'. + ^aJ'a + *333'3 ' ïl = ^3«^. + ^3a^a + ^33^3 ' 

Nelle nuove variabili x, , x, , X3, y^j y^j y^ la quadrica (3) diviene: 

tC^ì + ^^' + ^P-tW + ^' + ^P' 

e questa, per ciò che è stato detto, non è alterata dalla C ed è alterata 
soltanto di s^no dalla C : dunque le due matrici 
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sono sempre i moduli di due sostituzioni ortogonaU ternarie. Ma si può 
dire di più. Giacché, per l'equazione (4), deve il modulo di C avere il 
valore -^i tà 'A modulo di C il valore — i, i determinanti delle dette 
due matrici debbono contemporamatnente avere il valore -|- i ovvero il 
valore — i. Nel § Il noi dimostreremo che, nel primo caso, esiste la 
sostituzione ortof;onale C corrispondente a C : ora, ammettendo ciò, pos- 
siamo subito dimostrare che nel secondo caso, la sostituzione quaternaria 
corrispondente a C non è ortogonale. 

Infatti, una sostituzione C\ per la quale i determinanti delle anzi- 
dette due matrici hanno il valore — i, è il prodotto di una sostituzione 
C, par la quale questi determinanti hanno il valore -}- 1> P^r l'operazione 

Vt ^^ yt y Vi^^ y^f yì^^ yy* 

A questa operazione, come si vede facilmente, corrisponde la sosti- 
tuzione quaternaria 

che non è ortogonale. Intanto all'operazione C corrisponde, per ipotesi, 
una sostituzione ortogonale C; dunque alla sostituzione C corrisponde 
il prodotto di C per la sostituzione quaternaria precedentemente scritta, 
ed un tale prodotto non è una sostituzione ortogonale. 

D'altra parte, essendo C e C le due sostituzioni che abbiamo scritto 
per esteso ed E l'operazione di secondo ordine 

^i ^^ ^'i > ^2^^ yzy ^'3 ^^ y}* yi ^^ ^t 9 j'a ^^ ^a > y^ ^^ ^^^ 

si ha : 

C = ÊC. 

Ora si osservi che la sostituzione quaternaria E, corrispondente ad 
E, è la simmetria 

quindi, se chiamiamo C e C le sostituzioni quaternarie che corrispon- 
dono rispettivamente a C e C, si ha pure: 

C=ËC, 
e questa relazione mostra che tutte le volte che la sostituzione C è or- 
togonale lo è anche C, e viceversa. 
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4. Go che precedi è suscettìbile di una immediata interpretazione 
geometrica« 

Se le variabili :(, , ij^ , ij^ , ;(^ sono le quattro coordinata omogenee 
di un punto dvil nostro spazio 2^ riferito ad un dato tetraedro fonda- 
mentale, la sostituzione (i) rappresenta una omografia. La sostituzione 
(i') dà allora la trasformazione che la detta omografia fa subire alle 
rette di 1^; ma si può anche interpretare la (i') come una trasforma- 
zione lineare di punti di uno spazio a cinque dimensioni 1^ la quale 
lascia inalterau la quadrica che ha per equazione 

(3') 5.t.. + U + 5,», = o. 

Come è noto, non tutte le omografie di 1^ che trasformano in sé 
la quadrica (3') corrispondono ad omografie in 2^ : esse si scindono 
in due classi subordinatamente a ciò che si è detto per le sostìtuzioni 
tra le sei variabili Ç, , Ç, , $, , >ì, , >ìj, n^ che godono la proprietà di 
moltiplicare il primo membro di (3') per un fattore numerico: le omo- 
grafie della prima classe corrispondono a Culìinea:iioni in 2^, mentre le 
omografie della seconda classe corrispondono a corrtla:^on% in 2^ . 

Le rette di 2^ sono rappresentate dai punti della quadrica (3') ed, 
in particolare, i due sistemi di generatrici della quadrica di 2^ che ha 
per equazione 

(2') ^; + ^: + ^; + ^: = o 

sono rappresentate dai punti di due coniche, i piani delle quali sono 
sghembi ed hanno per rispettive equazioni : 

5, — >ì. = o , Sa — ^. = o > ^3 — ^3 = o > 

5. + ^. = > Sa + >ìa = > S3 + »3 = O . 

E, giacché le generatrici di un sistema incontrano le generatrici del- 
l'altro sistema, questi due piani sono reciproci rispetto alla quadrica (3'), 
nel senso che gl'iperpiani polari dei punti dell'uno passano per l'altro 

piano. 

Se la sostituzione (i) è reale e la collineazione che essa rappresenta 
lascia inalterata la quadrica (2'), la collineazione reale che vi corrisponde 
j« 2 che è rappresentata da (i'), non altera il sistema dei due piani 
anzidetti ma lascia ognuno di questi piani inalterato, ovvero porta l'un 
mno nell'altro, secondo che il modulo della sostituzione (i) è un nu- 
nositìvo ovvero é un numero negativo. Nel primo caso il movi- 
j^o spazio iperbolico a cinque dimensioni, dato dalla collinea- 
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wme (i'), produce un movimento ellittico sopra ciascuno dei due piani 
fbrmi, e gli assoluti sono le due coniche deUa quadrica (3') che corri- 
spondono ai due sistemi di generatrici della quadrica (2'). 

Questi due movimenti ellittici si leggono sopra la sostituzione (i') 
quSuido questa è scritta con le variabili x, , x, , x^ , 3^, , y^, y^ ; allora le 
equazioni dei due piani dove accadono i detti movimenti sono : 

X, = o , x^ = o , X, = o ; 

y^ = ^y y2 = 0y y,=^o; 

e le equazioni degli assoluti in questi piani assumono, rispettivamente, le 
forme semplici: 

y\-\-yl + y\ = o, x: + xì + *; = o. 

5 n. — La decomposiziane delle sostituxiani artogonaU 
quatsmarte unimodulari. 

5. Supponiamo che la (i) sia uiu sostituzione ortogonale C di mo- 
dulo I e calcoliamo, mediante le (6), i coefficienti della corrispondente 
sostituaone C. Questa può decomporsi nel prodotto delle seguenti due 
sostituzioni: 

( < = ^„ ^, + ^,.^a + ^„^ > y, = yi y 

A = j x^ = Ä^,x, + tf„x, + a,^x^ , y\ = y, , 
( x\ = Ä3,x, + Ä3,x, + Ä33X3 , /, = y^ ; 

( y\ = ^^^y^ + ^^^y^ + ^^,y, > < = ^. > 

^ = \y[ = h,,y,'\- b^,y, + b,j^ , x; = x, , 

( /, = K^y^ + ^y^y^ + *3ì3'3 ' ^3 = ^ > 

perchè evidentemente si ha: 

AB = BA = C. 

Nella ipotesi che i moduli delle sostituzioni A e B abbiano il valore 
comune -}- i> noi ci proponiamo di costruire le sostituzioni ortogonali 
quaternarie unimodulari A t B che corrispondono ordinatamente ad A 
e B: se riusciremo in questo proponimento, la sostituzione ortogonale 
unimodulare C sari data dal prodotto 

AB = BA. 

Tenendo presenti le notazioni del paragrafo precedente, il determi- 
nante ad elementi reciproci del complemento algebrico dell'elemento c^ , 

Mmti, Ore, Uûttm. PttUrmo, t. XV (1901). — Sumpato il ai maggio 1901. sa 
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preso nel modulo di C, è 



Cl] 


cil 


C" 


qi 


e,'; 


C" 


c:i 


ci: 


ci: 



(7) 



=tO+'»..+''p+''»); 



Relaóvamente aUa sostituzione A corrispondente ad A, si trova, me- 
diante le formole (6), ch^ questo determinante ha il valore 

J^a —a -Hi+a ) 

a •*)! a "^ja a\*T^**33'' 

dunque il valore dell'elemento c^ nel modulo di A è 

(*> -f = T»'^ +"•• + "» + ''» = «^-^*- 

n significato geometrico dell'angolo « è noto : a è Tangolo della 
rotazione che, nel nostro spazio, si può far corrispondere alla sosnm- 
zione ortogonale ternaria che ha per modulo 



(9) 



^a 



3« 3» 33 

e quindi alla sostituzione A. Dunque, supponendo che Vopera:^one A non 
sia di secondo ordiney e perciò «t^tc, la (8) definisce efl'etiivamente un 
numero a. 

Gli elementi del reciproco del determinante (7), moltiplicati per a, 
danno ordinatamente i nove elementi del modulo di A che sono comuni 
alle prime tre orizzontali ed alle prime tre verticali. Tenendo sempre 
presente che la (9) è il modulo di una sostituzione ortogonale unimodu- 
larç, si trova che i detti nove elementi sono quelli scritti nella seguente 
matrice : 

a 



I 
a 



■(^.a — O 



4 



I 



— (^,3 - ^3«) 



7(^3. -^.,) 



I 

a 



Ciò posto, per completare la matrice del modulo di ^ ci serviremo 
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Prefazione. 



Occupandomi del problema che consìste nella ricerca di tutti i gruppi 
finiti di collineazioni nel nostro spazio, sono giunto alla conoscenza di 
due classi molto estese di gruppi sifiatti; una di queste è costituita di 
tutti i gruppi di collineazioni che contengono omologie, e Taltra di tutti 
i gruppi di collineazioni che si possono mettere sotto forma reale. 

n presente lavoro è dedicato esclusivamente allo studio sistematico 
dei gruppi dell'ultima delle due classi ora dette. Io dimostro che questi 
gruppi sono isomorfi a gruppi di sostituzioni ortogonali, e, a causa di 
ciò, ricado sostanzialmente, per quel che riguarda la loro enumerazione, 
sopra un problema che, da un altro punto di viàta, è stato trattato dal 
sig. E. GouRSAT in una sua importante memoria *). 

La relazione tra i due lavori, il mio e quello del sig. Goursat, è 
chiaramente messa in rilievo alla fine del § III, ed io, a questo punto, 
avrei potuto richiamare i risultati ottenuti nella citata memoria appor- 
tando in tale modo una riduzione alla mole del mio lavoro, ma ho pre- 
ferito squire la via intrapresa per conservare l'omogeneità nel procedi- 
mento della mia analisi, e ancora più perchè a me interessava avere volu 
per volta sotto forma esplicita le sostituzioni generatrici di ciascuno gruppo 
per lo studio della corrispondente configurazione geometrica. D'altronde 



•) Sur les substitutions orthogonaUs et les divisions régulières de l'espace [An- 
nales de rÉcole Normale Supérieure, 3* série, tome VI (1889), pp. 9-102]. 
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e qmndi le coUineazioiii cU 2^ date dalk ^osriniTinni del tipo j1 lasdaoo 
singolanDente ferme time le geoeratrid di uo sistema della quadrìca: 

Una collioeazioae sîffiitta ha, con le Doazìoai £ Segre ^ h carat- 
teristica [(il) (ii)]t e le due rette di punti uniti e piani omti sono due 
generatrici appartenenti all'altro sistema. 

Tutu U sostiiu^iam dd tipo A costiUiiscono un gruppo, ü quale è ohe- 
dricatfuntc isomorfo al gruppo delle rotazioni attorno uu punto dd nostro 
$pa:^o : in particolare, la rotazione che corrisponde ad ^, e quindi ad A, 
è definita dalla matrice (9). 

Si può, con un*c^>portuna rotazione, trasformare la rotazione corri> 

spondente ad A in 

cos % — sen x o 

sena cos at o 

o Ol 

allora, supponendo x:^i; e tenendo presente la (10), la sostituâone A 
assume la forma: 

(t; = î**cn-fat + ^cos-fa, ^; = _^^sen4-a + ^cos4-a. 
Sotto questa forma possiamo calcolare subito i due invarianti ^ di- 

versi di A : essi sono ì due numeri immaginar! coniugati e* y e ' . 

Se invece è a = tt, la matrice ultimamente scrìtta si ricava dalla (9^) 
quando in questa si h a, =: j^ = o, tf ^ = i, allora la (10') diviene: 

e questa sostituzione può dedursi direttamente dalla (11) facendovi a=::;. 
I^ operazioni del tipo A^ come pure quelle del tipo ß, che hanno 
due soli invarianti coniugati, saranno dette operazioni di i* specie. Ab- 
biamo due sistemi di operazioni di 1* specie relativamente al fatto che 
Itf corrispondenti rette di punti e piani uniti possono appartenere all'uno 



•) Sulla teoria $ sulla classificaiione adle omografie, ecc. [Memorie Acc. Lincei, 
1. j% V. XIX (1884)]. 

^ Per là convenzione fotta alla fine dd n^ 2, gl'invarianti di una sostituzione 
quaternaria si debbono intendere definiti a meno del fattore comune — i ; d'ait-m 
parti l'angdo % è definito a meno di un multiplo di 2 n. 
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cxl all'altro sistema di generatrìd della quadrìca fondamentale ; questi due 
sistemi di operazioni di i* specie si trasformano l'uno nell'altro mediante 
una qualsivoglia simmetria, per esempio con E. 

Dall'analisi svolta nel presente paragrafo risulta che ogni sostituzione 
C ortogonale uniniodulare, che non sia di i* specie, può sempre decom- 
porr in una sola maniera, nel prodotto di due sostituzioni di i* specie 
A Q B. L'operazione A può ridursi alla forma (ii) e, contemporanea- 
mente, la sostituzione B può ridursi alla forma : 

:^ = ?, cos -f ß — ;c,sen-f ß , x.^ = :C3Cos ^-ß — ^^sen-i-ß, 
^; = ^isen^ß + :C,cos-i-ß, ;;;; = ;;^^sen^ß + :(,cos^ß; 
quindi l'operazione C = AB si scrive : 

^: = ^.cos-f(ß + a)-^,sen-i-(ß + «) 
^; = t. sen 4- (P + «) + ;C. cos -f (ß + «) 
\; = ^,cos-f(ß-a)-^senJ-(ß_«) 
t; = ?,sen4-(ß-«)4-;(^cos-i-(ß-a). 

Se le sostituzioni componenti A t B hanno gli stessi mvariantì, al- 
lora è ß-j-a ovvero ß — a un multiplo di 2w, e perciò la sostituzione C, 
a meno che non sia a = ß = tt, ha b caratteristica [(ii) ii] ed ha due 
invarianti immaginari coniugati e gli altri due eguali all'unità. 

Quando invece è a = ß = tc, la C è di secondo ordine, ha la carat- 
teristica [(il) (il)] ed ha due invarianti eguali ad i e due invarianti 
eguali a — i. 

Una sostituzione C, che risulta dal prodotto di due operazioni di 
1* specie di diverso sistema, ma con gli stessi invarianti, sarà detta di 
2* specie. 

Finalmente, una sostituzione C, che risulta dal prodotto di due ope- 
razioni di 1* specie di diverso sistema con invarianti diversi, sarà detta 
di 3* specie. Una operazione di 3* specie lia quattro invarianti distinti 
due a due coniugati; per la sostituzione C definita dalle (12) questi 
quattro invarianti sono i numeri: 

ß^g p-»-g ß-g P-« 

e »• , e »» , e" »• , e^^, 

i quali sono effettivamente distinti se la detta sostituzione è di 3* specie. 
Due sostituzioni di specie diverse non sono mai simili dentro il 
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gruppo di tutte le sostituzioni reaU od immaguiarìe : in altri termini non 
è possibile trovare una sostituzione quaternaria che trasformi due tali 
sostituâoni una nell'altra, perchè esse hanno invarianti diversi Lo stesso 
può dirsi se pensiamo alle collineazioni del nostro spazio che corrispon- 
dono a due sostituzioni di specie diverse; però vi è un'eccezione, che 
riguarda soltanto le collineazioni involutorie e che è bene mettere in ri- 
lievo. Le collineazioni che corrispondono a due sostituzioni di secondo 
ordine, una di i* e l'altra di 2* specie, hanno la. stessa caratteristica 
[(il) (il)], e perciò sono entrambe omografie rigate involutorie. Queste 
omografie restano ben distinte dentro il totale gruppo delle collineazioni 
reali, perchè una è ellittica e l'altra è iperbolica, ma riesce invece sempre 
possibile trasformare una nell'altra mediante una conveniente collinea- 
zione immaginaria. 

§ in. — I gruppi finiti contenuti nel gruppo 
delle sostituzioni ortogonali quaternarie unimodularU 

8. Siano 

Ï* ^if ^2> ^j> ••• 

le operazioni di un gruppo finito G di sostituzioni quaternarie ortogo- 
nali unimodulari e decomponiamo ognuna di esse, nel modo che è stato 
detto nel paragrafo precedente, nel prodotto di due sostituzioni di i* specie: 
allora le operazioni di G si scrivono : 

i, A^B^, A,B^, A^B^, ... 

convenendo di ritenere una delle due operazioni A^y B^ eguale all'ope- 
razione identica i nel caso che la sostituzione 

C, = A,B, 
sia un'operazione di i* specie. 
L'insieme di sostituzioni 

U ^ I , A^y A^y A^y ... 

costituisce un gruppo che è, ahneno meriedricamente, isomorfo al gruppo 
G. Infatti, se A^y A^ sono due operazioni di C7, il gruppo G contiene 
due operazioni tali che A^B^y A^B^ e quindi il loro prodotto 

dunque l'operazione A^^A^ appartiene all'insieme U. 
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Similmente si dimostra che l'insieme di sostituzioni 

r=i, £,, 5,, 53, ... 

costituìsce un gruppo che è pure, almeno meriedricamente, isomorfo al 
gruppo G. 

Sia U^ il gruppo intersezione di G con U e sia V^ il gruppo in- 
tersezione di G con V. 

Se A^ è una qualsivoglia operazione di U^ ed A^ B^ una qualunque 
operazione del gruppo G, appartiene a questo gruppo l'operazione 

la quale, essendo un'operazione di i* specie del sistema A^ appartiene 
ad £7 e quindi ad U^ . Dunque U^ è un divisore normale di G, e, sic- 
come noi abbiamo concluso che Aj^ A^Aj, appartiene ad U^ qualunque 
sia l'operazione A^ di t/, segue che U^ è anche un divisore normale del 
gruppo U. 

Analogamente si dimostra che F^ è un divisore normale di G ed 
è anche un divisore normale di V; dunque il gruppo [U^V^y le cui 
operazioni si ottengono moltiplicando, in tutti i modi possibili, una ope- 
razione di U^ per un'operazione di T^,, è un divisore normale di G. 

Se il gruppo [C/^rj non coincide con G e 

sono operazioni di G opportunamente scelte fuori di [f/^TJ, si può 
decomporre G nelle classi laterali *) ^\ \U^ FJ nella seguente maniera : 

Intenderemo rappresentare G decomposto nelle classi bterali di 
[C7^ rj quando scriveremo simbolicamente : 

Gò posto, passiamo a dimostrare che le somme 
danno le decomposizioni dei gruppi U t V secondo le classi laterali di 



•) Chiarmamo classi laterali quelle che il Weber chiama « Nebengruppe » nd 
suo Lehrbuch der Algebra, Bd. I (1895), pag. 502 ; a questa denominazione del Weber 
il Netto ha sostituito l'altra «coniuge Complexe» nelle Vorlesungen über Algebra, 
Bd. n (1900), pag. 306. 

Rèmi. Ore. Mêlnm, HUrmp, t. XV (1901). — Sump«to il ^^ maggio 1901. ij 
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U^ e F^ rispettìvamcnte. Basterà provare che non può, ad esempio, sus- 
sistere r^uaglianza 

UA,= UÀ,. 

Infatti, se fosse possibile una tale eguaglianza, essendo A^ una pir- . 
tìcolare operazione di U^, dovrebbe essere 

A^A, = A, 

e quindi 

A^ A, B, = A, B, • 

Allora, siccome le operazioni A^ ed A, B, stanno nel gruppo G, in 
questo gruppo si troverebbe, oltre all'operazione A, B, anche Toperarione 
^^ßj e perciò il prodotto 

che è un'operazione 5^ di V^. 

Ma dall'eguaglianza 

B,B, = B, 

ne verrebbe 

e qumdi le due classi laterali di [U^V^^ 

coinciderebbero, e dò contraddice alla loro definizione. 

Dall'analisi precedente risulta che la meriedria di G, che corrisponde 
al divisore normale \U^ TJ, stabilisce un isomorfismo oloedrico tra i due 
gruppi complementari U\U^, V\V^. 

Ciò posto, ecco come bisogna procedere per formare uno qualunque 
dei gruppi G, quando sono dati i due gruppi componenti U e F. 

Si trovino due mtricdrit appartenenti rispettivamente ad Ut V e tali 
che tra queste meriedrie si possa stabilire un isomorfismo oloedrico ; indi, 
denotando con U^ e V^ i relativi divisori normali di U e Vy si costrui- 
scano i due gruppi complementari U\U^y V\^o ^ si forint la somma da 
prodotti degli elementi di questi gruppi che si corrispondono mi detto iso- 
^orfismo. 

Si ottiene cosi un gruppo G decomposto nelle classi laterali di [U^ TJ. 

Dati i gruppi C7 e F si possono con questi comporre, in generale, 
più gruppi G, che variano in relazione alle meriedrie scelte ed all'iso- 
morfismo che tra queste meriedrie si stabilisce. 

9« Giacché i gruppi U t V sono costituiti esclusivamente di opera- 
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nom di i* spod^ esâ risultano oloedricomente isomorfi a gruppi finiü 
di rotmoni attorno un punto del nostro spazio; dunque noi dobbiamo 
£ire soltanto le s^oenti ipotesL 

n gruppo Uè: i) il gruppo identico, 2) un gruppo ciclico, 3) un 
gruppo diedro, 4) un gruppo tetraedrico, 5) un gruppo ottaedrico, 6) un 
gruppo icosaedrico; e le stesse ipotesi si possono fare, indipendentemente, 
rispetto al gruppo V. 

In base a dò noi possiamo classificare i gruppi finiti G di sostim- 
zioni ortogonali quaternarie di modulo uno, in tre classi: 

L Classe. — Gruppi G che si compongono con due gruppi C7, V 
che sono ciclici o diedri e uno di essi può, in particolare, essere il gruppo 
identico. 

n. Classe. — Gruppi G che si compongono con due gruppi C7, V 
dei quali uno soltanto è ciclico o diedro o anche Tidendco, e Taltro cor- 
risponde ad un effettivo poliedro regolare del nostro spazio. 

UL Classe. — Gruppi G che si compongono con due gruppi £7, V 
che corrispondono entrambi ad effettivi poliedri regolari del nostro spazio. 

N(n faremo nei paragrafi che seguono lo studio completo dei diffe- 
renti tipi di gruppi G contenuti in ciascuna di queste tre classi; ma, 
prima di procedere a dò, non vogliamo passare sotto silenzio un fatto 
che mette in luce lo stretto nesso che il presente lavoro ha con quello 
del sig. GouRSAT, di cui abbiamo parlato nella prefazione. 

IO. Consideriamo il gruppo costituito di tutte le operazioni di i* 
spede appartenenti ad uno stesso sistema, per esempio al sistema delle A : 
esso è, noi lo ripetiamo, oloedricamente isomorfo al gruppo di tutte le 
rotaâoni attorno un punto del nostro spazio. Se si pone: 

le formole (io) e (io') mostrano subito che ogni sostituaone del detto 
sbtema produce sopra le variabili Ç^ , Ç^ una sostituzione binaria del tipo • 

dove X , |A significano i numeri coniugati a X, [t rispettivamente, e X, a 
sono definite dalle formole: 
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oppure dalle formole: 

\ = — ia^, {t = _Ä, — ÎA,, 

secondo che la (13) corrisponde alla sostituzione quaternaria data dalle 
(io) oppure a quella data dalle (io'). 

È facile verificare che la sostituzione (13) ha per modulo Tunità e 
lascia inalterata la forma positiva d'HERMFFE: 

Reciprocamente, pensando al gruppo di tutte le sostitu^doni binarie 
unimodulari che lasciano inalterata una forma positiva d'HERMrrE, si 
può ad ogni sua operazione fare corrispondere una sostituzione qua- 
ternaria di I* specie del tipo delle A. 

Infatti, noi possiamo supporre, senza ledere la generalità, che la forma 
positiva d'HERMFFE che il dato gruppo di sostituzioni binarie lascia inal- 
terata sia quella gii scritta ; ed allora ogni sostituzione di questo gruppo 
è necessariamente del tipo (13). Dopo ciò, se si pone: 
(14') X = a^ + ìfl^, |i = j, + ìj, 

e si eguagliano nelle (i 3) le parti reali e le parti puramente inmiaginarie, 
si ottiene la sostituzione quaternaria ortogonale: 

, ,. \ <2= ^,^, + ^ìa — ^,^3 + ^*^ 

I ^1 = — ^aì, + ^.^a + ^t3 + ^3^4 

che è di 1* specie ed appartiene al sistema delle A. 

Dunque vi è un isomorfismo olotdrico tra il gruppo di tutte le so- 
stituzioni binarie del tipo (13), tali che 

ed il gruppo di tutte le sostituzioni quaternarie ortogonali di i* specie 
appartenenti ad uno stesso sistema. 

Se vogliamo fare corrispondere alla (13) una sostituzione quater- 
naria di 1* specie appartenente al sistema delle ß, basta porre: 

^, = ^. + Ka, C, = ^, — K, 
ed eguagliare poi le parti reali e le parti puramente immaginarie. 

Siano ora date due sostinmoni binarie del tipo (13), e facciamo 
corrispondere^ nel modo anzidetto, una di esst ad una A e l'altra ad 
ttm B\ allora, alla sostituzione AB^ che può essere una qualsivoglia 
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sosdtimone quaternaria ortogonale unimodulare^ possiamo fare corrispon- 
dere la coppia delle due sostituzioni binarie date; questa corrispondenza 
sta a fondamento del citato lavoro del sig. Goursat. 

n gruppo di rotadoni attorno un punto del nostro spa:do è isomorfo 
al gruppo di tutte le sostituzioni quaternarie di i* specie appartenenti ad 
uno stesso sistema, e perciò, come d'altra parte è noto, esso è isomorfo 
al gruppo delle sostituzioni binarie unimodularì del tipo (13). 

Le formole (14) ci fanno conoscere i coefficienti \ |x della sosti- 
tuzione binaria che corrisponde alla rotazione definita dalla matrice (9), 
quando questa rotazione non è di secondo ordine; se si tratta invece 
di una rotazione di secondo ordine, definita dalla matrice (9'), i nu- 
meri \ ft sono dati dalle formole (14') facendovi a^ = o. Viceversa, 
data la sostituzione binaria (13), possiamo calcolare prima la corrispon- 
dente sostituzione quaternaria (13'), e poi, mediante le formole (6) del 
5 I, si trovano gli elementi della matrice (9) che definisce la rotazione 
corrispondente alla sostituzione binaria data. Questa matrice è: 

a] — al — a]-\-a\ 2 (^a^a^ — a^O ^ (^»^j + ^aO 

2 (a^a^ — a^a^ 2 {a^a^ + a^a^) (i\ — < — < + < 

e coincide, salve le notazioni, con quella data dalle formole di O. Ro- 
DRiGUES *); quando vi si fa ä^ = o essa si riduce alla matrice (9'). 

§ IV. — I Gruppi della prima classe. 

2 w 
II. Se nelle (11) si fa « = — , essendo n un numero intero po- 
sitivo, si ottiene la sostituzione 

^. = ^*cos— -^,sen — 



(15) H^ 



n ' n 

ti = li sen f- :Ca cos — 

•va -Vi ^ I -va ^ 

/ = r cos ^ :(. sen — 



*) Dis lois géométriques qui régissent les déplacements d'un système solide, etc 
[Journal de Mathématiques pures et appliqué^ i^f série, t V (1840), p. 405]. 
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cH ordine ir, appartenente al sistema ddle A. Trasformando questa so- 
stituzione con la simmetria 

dopo avere camlnato ii in m, si ha l'altra: 



(«5)' 
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la quale appartiene al sistema delle B. Le operaâoni H, K' ora definite 
generano, mediante le loro potenze, due gruppi dclid dei gradi n, m 
rispettivamente, che denoterono con P, , 1^. 

Si osservi che le rotazioni, definite dalle due matrici 
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generano un gruppo diedro di rotazioni di grado 2 if, al quale si può 
ricondurre, trasformando con un'opportuna rotazione, qualsivoglia altro 
gruppo diedro di operazioni di i* specie del grado anzidetto. Alla rota- 
zione definita dalla prima matrice corrisponde la sostituzione quaternaria 
(15) ed a quella definita dalla seconda corrisponde la sostituzione qua- 
ternaria 

(16) 5su; = -ì,, i\ = K,, ^; = — ^, < = ì,. 

Dunque, le due sosdtuzioni (15) e (16) generano un gruppo diedro 
Qin ^ operazioni di i* specie appartenenti al sistema delle A. Analo- 
gamente, la sostituzione (15') e la seguente 

(16') s'su:=^,. ^;=^,, :c;=-=c., <=~^., 

generano un gruppo diedro Q^^ di operazioni di i* specie appartenente 
al sistema delle B. 

Ciò posto, la L Classe contiene, per definizione, i gruppi G per i 
quali i due gruppi componenti Ü, V, definiti al n^ 9, sono: 
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i") Due gruppi dclici P^ , J^ : in questo caso, e quando « = m, 
i gruppi composti G saranno detti doppiamente ciclici. 

2^ Un gruppo diedro ßa« cd un gruppo ciclico P^ . 

3*^ Due gruppi diedri ßa« > Q^m • allora, se è « = m, i gruppi com- 
posa G saranno detti doppiamente diedri. 

Rappresenteremo sistematicamente col simbolo 

un gruppo G, composto con i gruppi C7 e T, che si ottiene mettendo in 
corrispondenza isomorfa due meriedrie d'indice p dei gruppi componenti 
suddetti. 

12. Cerchiamo in primo luogo, tutti i gruppi che si possono com- 
porre con due gruppi ciclici P, , P^ . 

Se i numeri n, m sono primi tra loro, l'unico gruppo G che si può 
comporre con P, , P^ è il gruppo 

le cui opera^oni si ottengono moltiplicando, in tutti i modi, un'opera- 
zione di P, per un'operazione di P^. 

In generale, sia p un divisore comune dei numeri n, m e siano 

^n 9 P'm ^ gruppi ciclici generati dalle potenze di fl^, K'^. 
T T 

I gruppi P^ ^ Pltt decomposti secondo le classi laterali di P^ e 

P^ , si scnvono : 

K.^[FJ(ii-{-K'-\.K"-{. ... -\-K'^-'). 

Ora, dietro ciò che si è detto al n° 8, bisogna stabilire un bomor- 

fismo oloedrico tra i due gruppi complementari P,|P„ , PJ,|P1 , i quali 

T T 

hanno il grado comune p. Un tale isomorfismo è perfettamente deter- 
minato quando si ass^^na l'elemento del primo gruppo, che corrisponde 
all'elemento generatore P'^ K' del secondo. 

Supponendo che il detto elemento corrispondente sia P, //*, dove 

b è necessariamente un numero primo con p, si ha il gruppo composto : 

P 9 

che si riduce al gruppo [P,PJ quando vi si suppone p = i. Il gruppo 
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[•P|i^il]J ^ ^ grado — e può essere generato dalle tre operazioni: 
HP, /TP, H^K\ 

Fissato p, il numero dei gruppi [P.-PJl]p è ç(p), essendo ç(p) la 
ordinaria funzione enumeratrice di Gauss, e perciò il numero totale dei 
gruppi che si possono comporre con i due gruppi ciclici P^y P^^ h 

I?(p), 

dove la somma è estesa a tutti i divisori p del massimo divisore comune 
d dei numeri «, m. Questa somma, come si sa, è precisamente eguale 
al numero d\ ma, se conveniamo di non considerare come distinti due 
gruppi che siano l'uno il trasformato dell'altro mediante una sostituzione 
quaternaria, reale o no, i d gruppi composti ora trovati non sono tra 
loro distmtL Noi studieremo nel paragrafo seguente le relazioni di simi- 
litudme esistenti tra i gruppi anzidetti. 



13. Cerchiamo, in secondo luogo, tutti i gruppi che si possono com- 
porre con un gruppo diedro j2a. ed un gruppo ciclico i^. 
Un primo gruppo composto è 

che si ottiene, subordinatamente al risultato del n° 8, quando si scelgono 
le meriedrie d'indice i di ß,^ e P^. Questo gruppo si può generare 
mediante le seguenti tre operazioni : 

i/, S, K* ; 

quando vi si suppone n = 2 e i^ eguale al gruppo identico, esso si riduce 
al gruppo quadrinomio {Vitrer gruppè) (2^ , che è costituito dalle quattro ope- 
razioni : 

i H S S, 



(18O 



n gruppo di omografie del nostro spazio corrispondente a ß^ è for- 
mato dall'identità e da tre omografie rigate involutorie di cui gli assi sono 
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tre coppie di generatrici di una quadrica appartenenti ad uno stesso si- 
stema« 

Riferendoci al risultato del n^ 8, l'esistenza di altri gruppi composti 
con C e PJ, importa l'esistenza di due meriedrie di ß,^ e PJ,, dello 
stesso indice p > i, oloedricamente isomorfe. 

Ora, il gruppo P^ ammette soltanto meriedrie cicliche, ed il gruppo 
Q^^ , come è noto, non ammette meriedrie cicliche d'indice maggiore di 2 ; 
quindi, se i» è impari, l'unico gruppo che si può comporre con öi« ^ 

Supponiamo dunque m pari e distinguiamo ancora il caso di n pari 
dal caso di n impari. 

Allora il gruppo P^ ammette un divisore d'indice 2, ed uno sol- 
tanto, che è il gruppo i^ generato dall'elemento K'^ . Il gruppo Q^^ am- 

mette pure un solo divisore d'indice 2 quando n è impari ; esso è il gruppo 
ciclico P, generato dall'elemento H; ma, se n è pari, Q^^ ammette, oltre 
al precedente, altri due divisori d'indice 2 ; questi sono i gruppi 

^JL + i'jL^, Pn +PìlS., 

la 22 

dove P^ è il gruppo di grado -^« generato dall'elemento H\ ed S, è 

2 
l'operazione di secondo ordine HS. 

I due divisori ora detti sono slmili tra loro. Infatti sia JÏ l'opera- 
zione di I* specie che si ottiene cambiando nelle (15) n in 2 n. Si ha 
evidentemente : 

H! = H, HSHr = H:S = Sr. 

quindi, trasformando con H"' il primo d^gH anzidetti divisori, si ottiene 
il secondo. 

Ciò posto, se « è impari, alla meriedria d'indice 2 di ?'„ si può fare 
corrispondere l'uni« meriedria d'indice 2 di Öa-' « ^^sl, tenendo pre- 
sente che in atto si ha : 

" «"-ene Û gruppo composto ^ 

l^^> se « è pari, alla meriedri: d'indice^ di PL si può ancora 
^ «rnspondere dascnna delle due meriedrie che provengono da. nma- 
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ncnti divisori d'indice 2 di ö«, • si ottagono cod duc altri gnipjn com- 
posti con ßj, e P^y uno dei quali è: 

(20) [Q.^PLl^lP^PLKi + Hnii + S), 

a a 

e Taltro è il suo trasformato mediante Toperazione iff* precedentemente 
definita, perchè i/7' , appartenendo al sistema della A, è pennutaUle con 
K' che appartiene al sistema delle B. 

n gruppo [ß,.PJ, può essere generato dalle tre operazioni: 

i/, K'\ SK\ 

ed il gruppo [0„ì^]* può essere generato dalle seguenti quattro ope- 
razioni : 

H\ UT'*, HK\ S. 

14. Q resta a trovare, per esaurire i gruppi della prima dasse, qudli 

che si compongono con due gruppi diedri ß,, , Q^^. 

Se p è un divisore comune dei numeri n, m, i gruppi P^^^ e P'^, 

p 9 

generati dalle potenze W t K^^ sono divisori normali, d'indice 2p, dei 

gruppi C e Q[^ rispettivamente. Supponendo p > 2, i due gruppi com- 
plementari ß,,|P^, ß'JPl sono due gruppi diedri che hanno il grado 

comune 2p; il primo di essi può essere generato dall'elemento P,ü, 

p 
di ordine p, e daU'ebmento di secondo ordine P^ S, e similmente Tal- 

7 
tro gruppo può essere generato dall'elemento P^ K\ di ordine p, e dal- 

■p 
l'elemento di secondo ordine P^ S\ Un isomorfismo oloedrico tra i detti 

T 
gruppi complementari è perfettamente determinato quando si assegnano 

gli elementi del primo gruppo che corrispondono ordinatamente agli ele- 
menti PI K* y P*^S' del secondo gruppo. L'elemento che corrisponde a 

T T 

P^K* deve essere una potenza P^ H* di P, H con h primo con p, ma 

T TT 

l'elemento che corrisponde a Pl^S* può scegliersi in modo arbitrario tra 

T 
gli elementi di secondo ordine che stanno fuori del gruppo ciclico generato 

da Pn H; l'arbitrarietà di quest'ultima scelta non ha importanza alcuna, 

se si conviene di non considerare come distinti due gruppi simili, perchè 
è possibile trovare una sostituzione, permutabile con H e con ogni ope- 
razione di Q[^, che trasforma uno qualunque dei detti elementi di se- 
condo ordine in im altro assegnato a priori: questa sostituzione è una 
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potenza conveniente dell'operazione di 1* specie H^ definita nel numero 

precedente. 

Possiamo dunque supporre che il corrispondente dell'elemento P'^ 5' 

T 
sìa sempre P,5; allora, se il corrispondente dell'elemento P'^S' è PJ^^^ 

T 99 

si ha, subordinatamente, il gruppo composto : 

(")[ß«ß;jip=[i'.i';](i+H»Ä'+...+H"^'"/r'-')(i+5S'). 

7 9 

Questo gruppo è di grado e si può generare mediante le seguenti 

quattro operazioni : 

i/P, Ä"^ H\K\ SS'. 

Esaminiamo ora il caso in cui è p = 2, che può presentarsi soltanto 
quando i numeri n, m sono entrambi pari. Allora, ponendo: 

HS = S^, K'S' = S[, 

ai tre elementi di secondo ordine del gruppo quadrinomio ß„l-P«, 

T 

che sono: 

^n^^y ^j.^y -'jL'^i* 

possiamo fare corrispondere, in un ordine qualunque, i tre elementi di 
secondo ordine del gruppo quadrinomio Q[J P^ , che sono : 

p;ä:', p;^s', ?;<>;. 

2 a a 

In corrispondenza ai sei isomorfismi che si possono cosi stabilire tra i 
dettì gruppi quadrinomi si hanno sei gruppi composti con Q^^ e Q[^. 
Ma noi conosciamo un'operazione H^ , permutabile con ogni operazione 
di ÖL» ^^^ trasforma i due ultimi elementi della prima terna l'uno nel- 
l'altro, ed analogamente possiamo trovare un'operazione UT, permutabile 
con ogni operazione di J2a«> che trasforma l'uno nell'altro i due ultimi 
elementi della seconda terna ; quindi, degli anzidetti sei gruppi, due che 
differiscono per lo scambio di 5 in 5, , o per lo scambio di S' in SJ, sono 
simili Possiamo perciò ritenere soltanto i due gruppi: 

[ß„ QLl = [P^PiKi + HK'Xi + SS'), 

a a 
a a 

Qiiesti due gruppi hanno il grado comune nm til primo di essi è il gruppo 
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(21% quodo YÎ si £i r=2, cdl sBcoodagdKÎa gaicnle non Jppaniene 
ad cifi^Drii da gnçpî [(2,. ^?1.^> P^ essere ^nento dalle qmnro 
openzk«: 
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n gruppo di omografie corriqKMidentB ^G^ i formato daUìdendti 
e da tre omografie rigate imroliitorìe, i cui assi sono k tre coppie di spi- 
goU opposti di un tetraedro. 

Nel presente numero abbiamo finora considerato le meriedrie d'in- 
dice maggiore di 2 dei gruppi diedri Q^^ Q'^ : in quel che segue tro- 
veremo i gruppi composti provenienti dalle meriedrie d'indice 2 dei gruppi 
diedri anzidetti. 

Se n è un numero impari, il gruppo Q^ ammette un solo divisore 
d'indice 2; questo è il gruppo ciclico P^ generato dalle potenze di H\ 
ma, se « è pari, il gruppo ß„ ammette tre, e non più, divisori di detto 
indice, i quali sono, con le notazioni adottate: 

(23) P.> ■P.+V' Pj, + KS.- 

a a a a 

Le medesime osservazioni debbono essere rammentate relativamente 
al gruppo diedro Q\^. Dunque, se « ed w sono entrambi impari, pos- 
siamo formare un solo gruppo composto di grado 2 « m, che è definito 
come segue : 

[ß„ß:j,=[i'.pj(i+ss') 

e che si ricava dal gruppo (21) per il valore i di p. 

Se uno solo dei numeri n, w, per esempio n, è pari, possiamo far 
corrispondere successivamente all'unico divisore P^ d'indice 2 di Q[^ 
Ognuno dei divisori (23) di (2i« \ P^i'^ glì ultimi due di questi divisori si 
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possono trasformare Tuno nell'altro mediante la sostituzione i/ più volte 
menzionata, che è permutabile con ogni operazione di Q[^ . Dunque, nella 
presente ipotesi, possiamo comporre soltanto due gruppi distinti di grado 
inm; uno di questi è il gruppo ultimamente scritto, e per Taltro si può 
scegliere il gruppo definito come segue: 

(24) [ö„ zj: ^ [Pj, p:ki + 5)(i + HS') . 

a 

Questo gruppo non 'appartiene, in generale, alla categoria dei gruppi 
[Qzn Q'zmììp ^ P^^ essere generato dalle quattro operazioni : 
H^ , K' , S , HS' . 

Finalmente, se i numeri «, m sono entrambi pari, anche il gruppo 
2^^ ammette tre divisori d'indice 2, che sono: 

(23') n, p:-{-p:s\ p: + p'j:. 

2 2 2 2 

Facendo corrispondere ad un divisore (23) di Q^^ un divisore (23') di 
öi^ in tutti i modi possibili, si ottengono, subordinatamente, nove gruppi 
composti di grado inm; ma è possibile trovare un'operazione di 1* spe- 
cie Kl, permutabile con ogni operazione di Q^^, che trasforma Puno 
nell'altro gli ultimi due gruppi (23') ; quindi, degli anzidetti nove gruppi, 
soltanto quattro debbono considerarsi come distinti, perchè i rimanenti vi 
si possono ridurre scambiando S in S^ oppure 5' in S[ . Per i detti quat- 
tro gruppi possiamo assumere : i due gruppi ultimamente trovati, quello 
che si ottiene trasformando il gruppo (24) con la simmetria E, dopo 
avere scambiato i numeri «, nt, ed il gruppo seguente: 

(25) [a. o;j; = [p^ p:ki + 5)(i + soci + hk'). 

2 2 
Questo gruppo si genera mediante le quattro operazioni: 
IP, HK\ S, 5'. 

In ultimo luogo, ai gruppi trovati nel presente numero bisogna ancora 
aggiungere il gruppo 

(26) [a.ßü, 

digrado 4nm, che proviene dalle meriedrie d'indice i dà gruppi J2i«> 
ßi,„; esso può essere generato dalle quattro operazioni: 

H, UT', S, S'. 

Terminando il paragrafo, richiamiamo l'attenzione sopra il gruppo 
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che offre un notevole esempio di gruppo Abeliano e che fu, per la prima 
volta, incontrato da Klein nello studio di un interessante sistema di sei 
complessi lineari *). G)me sostituzioni generatrici di G,^ possiamo assu- 
mere le seguenti: 
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n gruppo di omografie corrispondente a G,^ è costituito dall'operazione 
identica e da 15 omografie rigate involutorìe permutabili due a due; esso 
lascia inalterate, oltre alla quadrica 

altre $ quadriche che hanno per equazioni : 
lì - ?Ì — ^; + < = o, lAj + Î.Î4 = ^' 

lì + lì — lì — li = o, 1,1, + 1,1, = 0, 

Se aggiungiamo a G^^ la polarità rispetto ad una delle io quadriche pre- 
cedenti si ottiene un gruppo di grado 32 di collineazioni e correlazioni, 
e le 16 correlazioni in esso contenute sono le io polarità rispetto alle dette 
quadriche e sei sistemi nulli, ì cui complessi fondamentali generano la con- 
figurazione studiata da Klein nel citato lavoro. Data, in modo affatto 
generale, una superficie di Kummer esiste sempre un gruppo G,^ che la 
trasforma in se ; i 1 6 punti doppi ed i 1 6 piani bitangenti della superficie 
sono equivalenti rispetto al menzionato gruppo di collineazioni e corre- 
lazioni di grado 32: i 6 punti doppi che stanno sopra uno stesso piano 
bitangente sono i fuochi del piano che si considera presi nei 6 sistemi 
nulli in questo gruppo contenuti, e reciprocamente. 



lai, — 1.14 = 0» 

1,1, — 1,14 = 0, 
1.1.-1314 = 0. 



*) iur Thorii dir Liniincomphxc des ersUn und i^weiien Grades [Mathematische 
Annalen, Bd. II (1870), pp, 198-226]. 
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§ V. — Belaztont di simiUttuUne tra i gruppi 
della prtìna classe. 

15. Noi vogliamo ora procedere ad un'altra analisi : vogliamo ricer- 
care sotto quali condizioni due gruppi di collineazioni rappresentati da 
due gruppi di sostituzioni della prima classe sono simili. Quando queste 
condizioni sono soddisfatte, metteremo tra i due gruppi di sostituzioni il 
segno <v3. Inoltre, noi supponiamo che le operazioni generatrici dei gruppi 
ciclici, che entrano nella composizione dei gruppi che si vogliono con- 
frontare, siano già ridotte alle forme canoniche (15) e (15'), cosi che 
Teguaglianza n = «' porti come conseguenza l'altra: P^^P^,, 

Ciò posto, siano ordinatamente (0, , J, (i, , b^ gli assi delle omo- 
grafie rigate rappresentate dalle sostituzioni H, K' e siano (e, , e,) k 
diagonali del quadrilatero sghembo costituito da questi assi. H tetraedro 
6, che ha per spigoli opposti le tre coppie di rette ora menzionate, viene 
trasformato in sé, elemento per elemento, da ogni operazione di [P^ PJ^]* . 
Può darsi che non sia il solo tetraedro unito del gruppo composto 
ora scritto : ciò accade quando uno dei due gruppi componenti si riduce 
al gruppo identico, cioè per un gruppo ciclico di operazioni di i* specie, 
ed anche quando si tratta di un gruppo 

[P^PX = I + HH' + WH'' + . . . + WH'^y 

che è un gruppo ciclico di operazioni di 2* specie. Questi due casi ec- 
cettuati, per i quali valgono del resto le conclusioni che stabiliremo in 
generale, 6 è l'unico tetraedro unito di [P^ PJ,]* . Allora, due gruppi del 
tipo (17) simili tra loro hanno ciascuno un tetraedro unito, e questi 
due tetraedri, per la maniera come sono state scelte le operazioni gene- 
ratrici dei due gruppi, coincidono con 8 ; sicché una coUineazione, reale 
o no, che trasforma il primo nel secondo gruppo, lascia inalterato 6. 
Ora é chiaro che una coUineazione, che lascia inalterato 6 elemento per 
elemento, trasforma in sé ogni gruppo (17), perchè è permutabile con 
qualunque sua operazione, e quindi, per la questione che attualmente 
c'interessa, noi possiamo supporre una siffatta coUineazione eguale aU'i- 
dendtà e considerare soltanto come distinte 24 coUineazioni, che fanno 
subire ai vertici di le permutazioni del gruppo simmetrico. Di queste 
24 coUineazioni, queUe che costituiscono il gruppo diedro di grado 8 ge- 
nerato da 5 ed £ trasformano il gruppo [P.PJ,3p in uno dei seguenti 
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quattro: 

[p.PL]l, [p.p:x'> [p.p:m> [p.kv, 

dove Ü; è un numero che verifica la congruenza: 

hk^i, (modp). 

In&ttì, giacché il gruppo proposto contiene l'operazione if* ÜT', il suo 
trasformato mediante S contiene l'operazione H'^K', e il trasformato 

mediante E, ponendo 

EHÊ=H\ EK'Ê=:K, 
contiene KH'^, e perciò anche l'operazione: 

{KHy^K'H', mod[P^?:]. 

P P 

Seèn:^mcp>2, i precedenti quattro gruppi sono diversi tra 
loro ; ma, se è p ^ 2, i primi due gruppi, come pure gli ultimi due, coin- 
cidono. Quando n = m, cioè quando si tratta di gruppi doppiamente ci- 
clici, possono i primi due dei menzionati quattro gruppi coincidere, salvo 
l'ordine, con gli ultimi due : ciò accade soltanto nel caso in cui il nu- 
mero h verifica una delle due congruenze: 

Ä*s±i, (modp), 

perchè allora è, a meno di un multiplo di p, ä=:±ä. 

Dobbiamo considerare altre 1 6 collineazioni : scegliendo per una di 
queste l'omologia iavolutoria F^ che ha per piano quello che contiene 
la retta a, ed uno degli assi di S\ e per centro il punto d'incontro di 
a^ con l'altro asse di 5', le i6 collineazioni di cui discorriamo si otten- 
gono moltiplicando ciascuna delle 8 collineazioni del gruppo diedro con- 
siderato prima per l'omologia jF^ e per l'omologia f[=z E FE. 

L'omologia F; trasforma il quadrilatero sghembo a^ a^ h^ h^ nel qua- 
drilatero sghembo a^a^c^c^y e perciò, se essa trasforma l'uno nell'altro 
due gruppi del tipo (17), ciascuno di questi gruppi deve trasformare in 
sé ogni quadrica che passa per l'uno o per l'altro dei due quadrilateri 
suddetti. Allora, come facilmente si vede assumendo a tetraedro di ri- 
ferimento, il quadrato di ogni collineazione dell'uno o dell'altro gruppo 
deve essere una omografia rigata avente per assi le rette a, , a^. Dun- 
que, questi due gruppi appartengono, indipendentemente, ad uno dei se- 
guenti due tipi: 

{p.p:], {p.,p:\.- 

Ora, è chiaro che l'omologia F, trasforma in sé l'om-ografia rigata 
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jFT, che ha p^r assi le rette //, , ö, , e trasforma Tomografia rigata invo- 
lutoria K', che ha per assi ^, , ^, , nelTomografia rigata involutoria if* K' 
che ha per assi e, , c^; perciò, se « è pari, giacché si ha H\ = if, l'o- 
mologia F. trasforma i menzionati tipi ciascuno in sé ; ma se « è impari 
la F^ trasforma Tun tipo nell'altro, ed allora si ha : 

(27) [p,p:]--[p,nPi- 

Analogamente, se avessimo considerato l'omologia f', saremmo 
giunti alle medesime conclusioni relativamente ai due gruppi 

[P,Pnl> [P,P»l _ 

che sono i trasformati dei precedenti mediante E. 

Dobbiamo ora esaminare se, e quando, un gruppo del tipo (17) può 
risultare simile a qualcuno dei gruppi trovati nei nM 3 e 14. A questo 
scopo osserviamo che ogni gruppo del tipo (17) è Abeliano; inoltre, gli 
assi di un'omografia rigata appartenente ad un tale gruppo non sono 
permutati da nessun'altra operazione del gruppo stesso. 

Affinchè i tre gruppi (18), (19), (20) risultino Abeliani, bisogna che 
il numero n che vi figura, che è supposto essenzialmente maggiore di i, 
abbia il valore 2 ; ed ora basta osservare che gli assi delle omografie ri- 
gate involutorie H, 5, delle quali almeno una appartiene ad uno qual- 
sivoglia dei tre gruppi suddetti, sono permutati da qualche operazione 
del gruppo stesso, per concludere che nessuno di questi gruppi è simile 
ad un gruppo del tipo (17). 

Affinchè un gruppo del tipo (21) risulti Abeliano bisogna che sia 
w ^ m = 2 ; allora, osservando che gli assi di ciascuna delle omografie 
rigate involutorie H, K' sono permutati da SS\ mentre ciò non accade 
per gli assi di HK\ si vede che soltanto il gruppo (21') può risultare 
simile ad un gruppo del tipo (17). Si ha effettivamente: 

(28) [i'.i'.'l-Cß.ßa, 

perchè il gruppo quadrinomio G^ = [P^ P^'] è, come G^ , costituito dal- 
l'operazione identica e da tre omografie rigate involutorie i cui assi sono 
le tre coppie di spigoli opposti di un tetraedro. 

Dei rimanenti quattro gruppi del n° 14, che sono i gruppi (22), 
(24), (25) e (26), il primo è, per « = m = 2, simile a G^ , e perciò 
a G^ ; ciascuno degli altri tre contiene l'operazione S, i cui assi sono per- 
mutati da qualche operazione del gruppo stesso che si considera, e perciò 
nessuno di questi tre ultimi gruppi può risultare simile ad un gruppo (i 7). 

Rtni, Cirt, Metern. PaUrmo, t. XV (i^oi). — Sumpato il 29 maggio 1901. 25 
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1 6. I gruppi del tipo (17) si sono confrontad tra loro e con tutti 
gli altri gruppi della i^ classe; ora faremo lo stesso per i tre tipi di 
gruppi trovati nel n° 13. 

Consideriamo il gruppo 

e vediamo se é possibile la relazione 

[q»p:]--[q,.'P:'] 

con n^n\ La risposta è negativa. Infatti, se n = 2, il primo gruppo 
è Abeliano e perciò, tale dovendo essere il secondo gruppo, si lia anche 
II' = 2. Se poi è II > 2, è chiaro che [P, PJ,] è il solo divisore d'in- 
dice 2 del primo gruppo che sia del tipo (17), e, siccome si è visto che 
ogni gruppo di questo tipo si trasforma, fatta eccezione del gruppo [P^ P^'], 
in un gruppo dello stesso tipo, deve essere 

[p,.p:.]^[p,p:]. 

Allora, o si ha P, = P^, oppure P^ «v* P^, ; ma quest'ultima ipotesi 
è da escludersi, perchè ogni operazione di P^, è permutabile con tutte 
le operarioni del gruppo principale [ßa-'-^Jl']» mentre lo stesso non ac- 
cade per ogni operatone di P^ rispetto a quelle del gruppo [ß,^PJ,]. 

La relazione posta ad ipotesi esig^ dunque w = «' e per conseguenza 
m = m'; sicché due gruppi simili del tipo (18) coincidono. Se includiamo 
tra i gruppi del tipo (18) i loro trasformati mediante la simmetria £, pos- 
siamo invece dire che l'unico gruppo di questo tipo simile a [QaM^J,] è 

[(2;.pj. 

Analogamente si vede che [P^ ßl„]a è l'unico gruppo simile al gruppo 
(19) tra quelli di questo tipo, e che [P^ ß^ Ja è l'unico gruppo simile 
al gruppo (20) tra quelli di questo tipo. 

Confrontiamo ora in primo luogo i gruppi (18) con i gruppi (19) 
e supponiamo che si abbia la relazione 

[ö„p:]-[ß„'PwL. 

Allora, ragionando come prima, si conclude n = «', poi m = m'; 
quindi può aver luogo solamente la rehzione : 

(29) [Q^PL'ì^lQ.nPLl: 

Questa sussiste effettivamente se il numero m è impari ed è impos- 
sibile quando m è pari. Infatti, se m è pari, è chiaro che il secondo 
gruppo non ha altre omografie rigate involutorie all'infuori di quelle con- 
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tenute nel suo sottogruppo [P,-PJ^], mentre 41 primo gruppo, oltre a 
queste, ne contiene delle altre, per esempio S. Se invece m è impari, 
pensiamo all'omologia involutoria f^, permutabile con if, che ha per 
piano quello delle due rette a, , t, e per centro il punto d'incontro delle 
due rette a^ , b^. Allora Tomologia £ lascia inalterato, elemento per ele- 
mento, il tetraedro 0, e quindi trasforma in sé il gruppo [P^ P^] , ma 
trasforma Tomografia rigata involutoria S nelTomografia rigata involutoria 
SKl**; sicché £ trasforma il gruppo [Ôan-^m] ^^^ gruppo 

[P.PLK^ + K'rs). 

Ora, essendo m impari e K[^ = K\ questo gruppo trasformato coin- 
cide con 

[p.p:k^ + ks)^[q„p:i. 

In particolare, se « = 2, m = i, si vede che il gruppo quadrinomio 

è simile al gruppo Q^, 

Confrontiamo in secondo luogo ciascuno dei gruppi (18) e (19) con 
i gruppi del tipo (20) e supponmmo che si abbia 

[q^m: - [ß.«'^:-] . [q.,p:i - [q»'P:a - 

Nei gruppi composti (20), il numero pari n che vi figura lo suppo- 
niamo essenzialmente maggiore di 2, perché se fosse « = 2, uno dei 
gruppi componenti sarebbe il gruppo quadrinomio Q^ generato dalle so- 
stituzioni involutorie //, 5 ; allora basterebbe scambiare i nomi di queste 
sostituzioni per ricadere sopra un gruppo del tipo (19). 

Essendo dunque «> 2, il gruppo [ß,^-PJ^]* non é Abeliano; quindi 
una qualsivoglia delle due relazioni poste ad ipotesi porta n'> 2, e per 
conseguenza deve essere 

[PnP:i--[p,'P:'], 

giacché [-P^PJ,], é l'unico divisore d'indice 2 di (20) che sia del tipo (17). 
Allora, come risulta confrontando l'ultima relazione con la (27), si ha 
m = w' = 2, « = 2 n' con n' impari. Ciò posto, si osservi che gli assi 
b^ , b^ dell'unica omografia rigata involutoria K' contenuta nel gruppo 
ciclico [P.»P,'] sono, dentro ciascuno dei due gruppi [ß,^,PJ, [ß^^rPJ,, 
rette ferme; mentre gli assi e,, c^ dell'unica omografia rigata involutoria 
H*'K' contenuta in [P^PI^^ sono permutati dall'operazione 5 di [ß^Pali- 
dunque nessuna delle menzionate due relazioni può verificarsi. 

Dobbiamo ancora confrontare i tre gruppi (18), (19)^ (20) con da- 
Bcuno dei gruppi trovati nel n^ 14« 
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N;îi gruppi del tipo (22), i numeri pari n, m che vi figurano si sup- 
pongono entrambi maggiori di 2 ; perchè, se fosse ad esempio m = 2, 
scambiando le due operazioni di secondo ordine K\ 5*, si ricadrebbe nel 
gruppo [Q,M'X appartenente alla categoria dei gruppi [CÔiJîp. 

Nei gruppi del tipo (25) supponiamo pure ciascuno dei due numeri 
tty m maggiore di 2; perchè, se fosse ad esempio m =2, scambiando K' 
con 5', si ricadrebbe sopra il gruppo [ß„ß^V> ^^^ ^ ^^^ ^P^ (^4)* 

Nei gruppi di quest'ultimo tipo si suppone n > 2 ; altrimenti, scam- 
biando H con S, si ricadrebbe sopra il gruppo [ß^ß^Ja» ^^^ appar- 
tiene alla categoria dei gruppi [ß,, ßU« • 

Nelle suddette ipotesi i gruppi (22), (25), (24), ed in tutti i casi 
il gruppo (26), non ammettono alcuno divisore d'indice 2 del tipo (17); 
invece, ognuno dei tre gruppi (18), (19), (20) ammette un tale divi- 
sore, e perciò nessuno di questi tre ultimi gruppi può risultare simile 
ad uno dei precedenti quattro gruppi; giacché, come si è visto al n® 15, 
ogni gruppo del tipo (17) si trasforma, fatta eccezione del gruppo qua- 
drinomio G'^^[P^P^y in un gruppo dello stesso tipo. 

Ci rimane dunque a fare il confronto tra i menzionati tre gruppi 

equelUdeltipo[0„o;jÌp. 

Supponiamo che si abbia la relazione 

[p,p:k^ + s)..[p,,p:,Xìi + ss'), 

e che sia « > 2. Allora ogni collineazione, che trasforma il secondo nel 
primo gruppo, trasforma il sottogruppo [P,, P^r]J nel sottogruppo [P, PJ,] ; 
giacché, come si è già osservato, questo è l'unico divisore d'indice 2 del 
primo gruppo che sia del tipo (17). Si ha perciò 

[p.p:]--[p,'P:^U 

e quindi p ha il valore i, ovvero il valore 2; d'altra parte, siccome ab- 
biamo implicitamente supposto che nessuno dei numeri «, m sia minore 
di 2, dev'essere m ^ 2. Ma, se è m > 2, non può la supposta relazióne 
verificarsi; perchè ogni operazione del secondo gruppo, che sia fuori del 
sottogruppo [P^^P^fll» è evidentemente involutoria, mentre, nel primo 
gruppo, esistono delle operazioni fuori del sottogruppo [P.PJ,], per 
esempio K' 5, che non sono involutorie. Deve dunque essere m =: 2, e 
perciò sono possibili soltanto le relazioni seguenti: 

(30) [ì'.^:](i+5)^[p.p:](i+ss'). 

00 [P.f;j(i+5)-[P.P.l(i + 5S'), 
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e quelle che si ottengono trasformando i secondi membri con la sim- 
metria E, 

La prima delle due relazioni ora scritte ha luogo sq n è pari, anche 
nel caso particolare da noi escluso di n = 2, e non ha luogo se « è im- 
pari; inversamente, la seconda relazione ha luogo se w è impari e non 
ha luogo se w è pari. Infatti, trasformando il gruppo [-P^-Pa](i +SS') 
con Tomologia F^ definita nel n° 15, ed osservando che essa porta SS' 
in S, si ottiene, per n pari, b relazione (30) e, per n impari, la nuova 
relazione : 
(ì2) [P.n P'I (I + S) - [P. P2 (I + SS'); 

invece, trasformando il gruppo [P^, -P^JaCi 4" SS*) con la stessa omo- 
logia, si ottiene, per n impari, la relazione (31), e, per n pari, la nuova 
relazione : 

(33) [P„P10 + s) - [p„p;L(i + SS'). 

Ora, i primi membri delle (32) e (33) sono gruppi del tipo (20), 
mentre i primi membri delle (30) e (31) sono gruppi del tipo (18), e 
si è visto che due qualsivogliano gruppi appartenenti ordinatamente ai 
due menzionati tipi non sono mai simili. 

D'altra parte, con un ragionamento identico a quello che poc'anzi 
abbiamo fatto, si dimostra che, salve le relazioni (32) e (33), non pos- 
sono esistere altre rebzioni di similitudine tra i gruppi del tipo (20) e 
quelli del tipo (21), ed inoltre, che nessun gruppo di quest'ultimo tipo 
può risultare simile ad un gruppo (19). 

17. Dobbiamo finalmente paragonare tra loro i gruppi trovati nel 
n® 14. 

Consideriamo i gruppi del tipo (21) e supponiamo che si abbia la 
relazione : 

[PnPLXO + SS') - [p.,p:,]^;(i + SS'). 

Se « z= m = 2, il primo gruppo, e perciò anche il secondo, è un gruppo 
Abeliano e quindi deve anche essere n' = w' = 2 ; allora si ha p = p' 
ed i due gruppi coincidono. 

Supponiamo dunque che almeno uno dei numeri n, m sia mag^ore 
di 2. Allora [P^ P^]p è Tunico divisore d'indice 2 del primo gruppo che 
sia del tipo (17), sicché deve essere: 

[p.p'X^[p.'P.'t" 

Se i numeri p, p' sono diversi, per l'analisi fatta nel n^ iji uno 
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di essi, per esempio p, lia il valore i e l'altro, doè p', ha il valore 2 ; 
sicché si avrebbe una relazione tale che : 

[P.pjO + sso-LP^iVLO + ss'), 

con n impari. Ma una tale relazione non è possibile, perchè gli assi dei- 
Tunica omografia rigata involutoria contenuta in [P.i^l^ sono lasciati 
fermi da ogni operazione del gruppo che sta a secondo membro, mentre 
gli assi dell'unica omografia rigata involutoria contenuta in [P, F^ sono 
permutati da metà delle operazioni del gruppo che sta a primo membro. 
Quindi, se h relazione supposta al principio di questo niunero ha 
luogo, deve essere p = p' e per conseguenza, tenendo presente l'analisi 
del n° 15, si ha: 

n' =zny m' = m, b' ^±:b (mod p) , 

oppure 

n' = m, m' = nj ää'^±i (modp); 

sicché il gruppo 

può risultare simile ad uno dei seguenti quattro gruppi del tipo (21) : 

[o,.iZJìp, [Q^,Q:X' [a-oix. [Q.,Q'j:,\ 

dove Ü; é un numero che verifica la congruenza 

hk^i (modp). 

Effetdvamente due qualsivogliano di questi quattro gruppi si trasfor- 
mano l'uno nell'altro mediante una delle seguenti tre operazioni : 

S, £, £5. 

Un gruppo del tipo (21) non può mai risultare simile ad un gruppo 
appartenente ad uno dei quattro tipi (22), (24), (25), (26); perchè, 
come già si è osservato, ogni gruppo appartenente ad uno di questi tipi 
non ammette nessuno divisore d'indice 2 che sia del tipo (17), mentre 
ogni gruppo (21) ammette un tale divisore. 

Per quel che riguarda i gruppi del tipo (25), osserviamo che in 
ogni gruppo di questo tipo, avendo supposto « > 2, m > 2, il sotto- 
gruppo [P,PJ, è l'unico suo divisore d'indice 4 che sia del tipo (17); 
perciò, se si ha 

7 [ß..ß;j;-[ß..'ß:.'];. 

deve essere 

Allora è » = »', m = m', oppure n=:m\ m = n', e quindi il 
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gruppo [ö^rßL']; o coincide col gruppo [ß„^;j;, oppure coincide 
col trasformato di questo mediante l'omologia E. Dunque le sole rela- 
zioni di similitudine tra due gruppi del tipo (25) sono quelle della forma : 

[ô«o:j;-[ô.„ô;«];. 

D'altra parte, non è possibile che un gruppo (25) risulti simile ad 
un gruppo appartenente ad uno dei tipi (22), (24), (26); perchè, essendo 
n, m entrambi maggiori di 2, non può il divisore [P^ PJ,], di un gruppo 
(25) risultare simile ad un gruppo del tipo [P^, P^,] . 

Passiamo perciò al confronto dei tre menzionati tipi tra loro, i quali 
si possono definire anche come segue : 

(34) [0,. q[j: ^ [p, p'j (I + H S') (I + S) 
([ö„ß;j ^[p.p:ki + s)(i + s'). 

Ci appoggeremo sul fatto che, salvo il caso particolare di n = m = 2 
per cui restano, d'altronde, le conclusioni che andiamo a fare, ciascuno 
dei tre gruppi ora scritti ha un solo divisore d'indice quattro del tipo 
(17), che è il gruppo [P.P:]. 

Qò porta a concludere, per i gruppi dei tipi (22) e (26), che 
due gruppi simili appartenenti ad un medesimo tipo, coincidono, oppure 
l'uno coincide col trasformato dell'altro mediante l'omologia £; ma il 
gruppo [Q^nQ[m]'ì> ^^^ ^ìp^ (24)» P^^ invece risultare simile ad uno dei 
seguenti quattro gruppi dello stesso tipo : 

(35) [04.o;j;, [q:„qj:, [ö:,öjr, [ö,.ö:.]r. 

Siccome gli ultimi due di questi quattro gruppi sono i trasformati 
dei primi due mediante £, possiamo limitarci ad esaminare se, e quando, 
ha luogo la relazione : 

(36) [ß,. ß j;- - [ßu ß„y; = [p. p:](i + ksxi + 50 . 

Supposta vera questa relazione, il divisore d'indice due [Ö„P^], del 
gruppo del secondo membro deve risultare simile ad uno dei s^uend 
tre divisori d'indice due del gruppo del primo membro: 

[PnPLK^+HS'), [p.p:](i + s), [p,p:Ki-{-hss'), 

che appartengono ordinatamente ai tipi (19), (18), (21). 

Ora, se è « 7^ m, delle tre ipotesi che si possono fare sul soggetto, 
per l'analisi svolta nel n° 16, l'unica possibile è: 

[ß^PLL'-Lßa.P:]. 
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che si verifica soltanto quando m è un numero impari. Analogamente si 
vede che deve essere 

e che perciò w è un numero impari. 

In conclusione, se è n^m^ la rebzione (36) può sussìstere sol- 
tanto quando n ed m sono entrambi impari; in questo caso, trasfor- 
mando il primo membro con l'omologia £ definita nel n° 16 si ottiene 
efiettivamente il secondo membro. Se poi è w = m, la (^}6^ è sempre 
vera, perchè allora il sfondo membro è il trasformato del primo me- 
diante E. 

Esaminiamo ora S2 il gruppo [Q^^ Q^ J , .del tipo (26), può risul- 
tare simile ad un gruppo dA tipo (22). In tale caso si vede facilmente 
che deve essere: 

(37) [ß„ß;j-[(3,.ö;j;. 

Questa relazione sussiste quando n ed m sono entrambi impari, 
perchè allora trasformando il primo membro con l'omologia £ si ottiene 
effettivamente il secondo membro ; ma non sussiste tutte le volte che 
uno dei due numeri w, m è pari. Infatti, se m è pari ed n è impari, 
trasformando con £ , separatamente, i due membri dalla (37) si otten- 
gono le due relazioni: 

(38) [a. ö;j - [0.. a«r , ce.« ö:j; - [ô;„ ô„]:. 

Ora, i secondi membri di queste due relazioni, come si è visto, non 
sono slmili e perciò non sono simili neppure i primi membri. Se invece 
avessimo supposto m impari ed n pari, trasformando i due membri di 
(37) con E^ , avremmo ottenuto le due relazioni : 

(39) [ß« 0; j - [ÖU Q^x > [Q,. ö: j; -^ [Q,n q'j: 

e la conclusione sarebbe stata la stessa. 

Se poi i numeri n, m sono entrambi pari si può dire dippiù : due 
qualisivogliano gruppi appartenenti a due diversi dei tre tipi (34) non 
sono mai simili, perchè il sottogruppo di grado minimo che contiene i 
quadrati di tutti gli elementi del gruppo principale ha l'indice 4 per i 
gruppi del primo tipo, l'indice 8 per i gruppi del secondo tipo e l'in- 
dice 16 per i gruppi del terzo tipo. 

Passiamo ad esaminare se il gruppo [öinßa«,] può risultare simile 
ad un gruppo del tipo (24). In tale caso il gruppo considerato deve 
necessariamente essere simile ad uno dei primi due gruppi (35). 
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Si è visto che ciò accade eflfetrivamente se uno dei due numeri n, m 
è pari e Taltro è impari, e non accade quando «, m sono entrambi pari : 
ora faremo vedere che non accade nemmeno quando « ed m sono en- 
trambi impari. 

Infatti, se « ed m sono entrambi impari, i quattro gruppi (35) sono 
tutti simili tra loro e quindi dovrebbe essere 

Ora, si può verificare facilmente che ogni gruppo quadrinomio con- 
tenuto in [ßa.ßim] è simile a quello generato dalle due operazioni in- 
volutorie S, S'y che è del tipo G* ^ [P, P^] ; mentre ogni gruppo qua- 
drinomio contenuto in [Q^^ OLlâ* è simile a quello generato dalle due 
operazioni involutorie 5, /TS', che è del tipo Ö4 ^[04 -Pala* 

Esaminiamo finalmente se il gruppo [Q^^ Q\m\\9 ^^^ ^ ^^^ ^P^ C^^)» 
può risultare simile ad un gruppo del tipo (24). In tale caso si vede 
subito che il gruppo che si considera deve essere simile ad uno dei 
gruppi (35), e noi sappiamo che ciò accade eflfettivamente quando uno 
dei numeri n, m è pari e l'altro è impari, e non accade quando i detti 
numeri sono entrambi pari : non accade nemmeno se «, m sono en- 
trambi impari, perchè allora il gruppo [ß^^ß^J*, essendo simile al 
gruppo [ßj^ ß^ J , non può risultare simile a nessuno dei quattro 
gruppi (35). 

18. Ci sembra utile riassumere in una tabella i risuluti ottenuti in 
questo e nel precedente paragrafo. 

Facciamo prima un'avvertenza. Quando due gruppi della i* Cbsse 
sono simili, due casi possono presentarsi : o esìste una sostituzione reale 
ortogonale che trasforma uno dei due gruppi nell'altro, ed allora questi 
due gruppi sono simili dentro il gruppo di movimenti che ha per asso- 
luto la quadrica : 

^î + ^î + ^! + ^: = o; 

oppure una tale sostituzione non esiste, ed allora i due gruppi sono si- 
mili ftwri del gruppo di movimenti anzidetto. In quest'ultimo caso, tra 
i due gruppi simili che si considerano, metteremo semplicemente il se- 
gno 00; ma, da ora in poi, quando si presenta il primo, caso, mette- 
remo invece tra i due gruppi il segno £^. 

Siano Hy K\ S, S' le sostituzioni definite al principio del § IV ed 
H , K[ le sostituzioni che si ottengono ordinatamente da H^ K' cam- 

Kmd. Circ, M^ltm, FûUtwM, t. XV (1901). — Sumpaio il 39 maggio 1901. 26 
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blando fi, m in 2«, 2m, di guisa che si ha: H* = H, K[^ = K[. De- 
nodamo con p un divisore comune dei numeri tiy m t siano hy k due 
interi, primi con p, che verifichino la congruenza 

bk^ i (modp). 

Qualunque sia il numero «, denotiamo con P^ il gruppo dclico ge- 
nerato da i/ e con (2,. il gruppo diedro generato da i/ ed S; cosi, ad 

esempio, P^^ e P^ denotano i gruppi ciclici generati rispettivamente da 

7 
/f ed H^: in modo analogo intendiamo definiti i gruppi P^, Q[^ ri- 
spetto alle sostituzioni K' ed S\ 

Siano infine H\ UT, /T , K^ , ordinatamente, le sostituzioni trasfor- 
mate di Hy K\ H , Kl mediante la simmetria E ; di modo che, quando 
è n = my si ha: k = K\ H =K . 

Ciò posto, nella tabella che s^e si trovano scritti i nove tipi di 
gruppi della i* Classe e tutte le relazioni di similitudine tra essi esistenti. 

Gruppi della prima classe. 



n^ I, m^ I 


I. 


p p 




[p, KX ^ {P. P'X ^ t^- P'X ^ [^- P'X ■ 

{P.P'A^\Q.QX> {PnP':^^{P»P'X. «=-V+I 



n ^ 2, w ^ I 


n. 


[ö„i^J^[i'.i':](i + 5), [ö„Fjc=5[ß;.pj. 


m. 


{Q» p:X ^ [Pn P'J (I + sk:), [q„ p; j, ^ [ö;. pj. . 


IV. 


[Ö,. p'j: ^ [p„ p; j. (1+5). [Ö,. /^j; ^ [ö;. pj; . 


ß,-ß;. [ß„p:]-[ß„p;j,, m=,H^+i. 
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« ^ 2, OT ^ 2 


V. 


[Q..Q:X^[PnP'.Xi-\-H'K'-\.H^'K'^+...+H^^'^'K-^%i-{.SS-) 

p p 


VI, 

vn. 




[Ô,. ö: j; ^ [p. p'j (I + ^. 5'Xi + s), [ô„ ö; j; ^ [0;, j: . 


[o..o:j;^[^.ì':]0 +^.s')(i +^:5), [ô,.o:j>[o.«ô;j; 


Vffl. 


[o«ß;j^[i^.i"j(i +5)(i +5'), [ß„ß:ji^[ß«ß;.] 


IX. 


[ß.. ß;j; = [^« f;j.(i + 5)(i + n [ß,. ß;j; ^ [ß,. ß;j: 




[q,.q:j:-^[q:mj:. [ß»ß;j-[ß..ß;j;, »=«+'. ».=^!*h- 
[ß„ß;j-[ß,.ß;j;, [ß..ß:j;-[ß:.ß,.r;, «=2vh-,. «=2^. 
[ß„ß;j-[ßUßjr. [ß..ß:j>[ß..ß;j;, «=". «=if^+. 



§ VI. — Un problema dt enumerazione. 

19. Nel presente paragrafo ci proponiamo di calcolare il numero N 
dei gruppi [P^ P^]' che si possono comporre con due gruppi ciclici dad 
Pn y ^L ^^ operazioni di i* specie, convenendo di non considerare come 
distìnti due gruppi composti che siano tra loro simili; allora il numero 
dei gruppi 

[Q.nQ:j^^[p.p:Ui + ss') 

che si possono comporre con i due gruppi diedri (2^^, ßL ^ pure N. 
Supponiamo in primo luogo n^m. l gruppi [P.P^]«, che corri- 
spondono ad uno stesso divisore p dei numeri n^ m, sono in numero di 
? (p) f P^^^> se è p ]> 2, a causa della relazione 

[p,p'4c^[p.p'X> 

i 9 (p) gruppi anzidetti risultano due a due simili| e quindi il numero di 
quelli distinti si riduce ad -ffCp)* 
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Se ii è il massimo divisore comune dei numeri n, m, la somma 

-M?(p), 

estesa a tutu i divisori p di J che siano maggiori di 2, di il numero 
dei gruppi distinti [P^P^]p che corrispondono ai detti valori di p. 

Questa somma ha il valore -^(d — i) se d è impari, ed ha il va- 
lore -^(J — 2) se d è pari. Bisogna ancora contare il gruppo [P.P^] che 
corrisponde al valore i di p e, quando d è pari, anche il gruppo 
[P^ P«]a che corrisponde al valore 2 di p ; sicché, nell'ipotesi àin^m, 
si ha: 

N = — ^^ (d impari), N = — ^^^ (d pari). 

20. Supponiamo in secondo luogo n^=my cioè che si tratti di gruppi 
doppiamente ciclici o doppiamente diedri. Allora, a causa delle relazioni 

[P. PX ^ [P. P,V ^ [P- ^X ^ [Pn PIX" . 

si vede che una parte dei 9 (p) gruppi, che corrispondono ad uno stesso 
divisore p del numero n, sono simili quattro a quattro. Precisamente, se 
^(p) indica il numero totale d^l'interi b tra loro diversi (modp) che 
verificano Tuna o Taltra delle due congruenze 

a' ± I Si o (mod p), 

dei menzionati 9 (p) gruppi, quelli che sono simili quattro a quattro sono 
in numero di 9 (p) — ^ (p). I rimanenti ^ (p) gruppi risultano invece, 
quando è p > 2, simili due a due, perchè, tutte le volte che h verifica 
una delle suddette congruenze, dei quattro gruppi ultimamente scritti, i 
primi due coincidono, salvo l'ordine, con gli ultimi due. 

Dunque, il numero dei gruppi [P.P^]* distinti, che corrispondono 
ad uno stesso divisore p > 2 di «, è : 

y(p) — Kp) I Kp)^ ?(p) + Kp) 

4 "^ 2 4 • 

Allora, se n è impari, si ha : 

e, se n è pari, è invece: 
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sicché tutto si riduce a calcobre le somma 

(40) ZKp), 

che è estesa a tutti i divisori p di « maggiori di 2. 
Calcoliamo prima la funzione enumeratrice ^(p). 
n numero degli interi h che verificano la congruenza 

x' -— I ^ o (mod p) 

è noto *) : esso è dato dalla potenza 2' dove e è eguale al numero dei 
diversi fattori primi impari che entrano in p, se p è impari o semplice- 
mente pari; ed è eguale al detto numero aumentato di i o di 2 ordi- 
natamente, se p è di parità 2 o di parità maggiore di 2. 
L'altra congruenza 

X* -}- I ^ o (mod p) 

non sempre ammette soluzioni **) : queste esistono solamente quando p è 
impari o semplicemente pari e se, in entrambi i casi, i fattori primi im- 
pari che entrano in p sono tutti della forma 4 r -|- i. Allora, se Ä è una 
soluzione di quest'ultima congruenza, si ottengono evidentemente tutte le 
altre moltiplicando h per le soluzioni della prima congruenza diverse da 
I (mod p). Dunque le soluzioni dell'ultima congruenza sono, quando esi- 
stono, in numero eguale a quelle della congruenza precedente. 
Dopo ciò noi possiamo porre: 

Kp) = 2'. 

dove a è il numero dei fattori primi impari diversi che entrano in p se 
p è impari o semplicemente pari, purché non tutti i fattori primi impari 
che entrano in p siano della forma 4 r -j- i ; quando si presenta que- 
st'ultima circostanza, pur essendo p impari o semplicemente pari, e, in 
ogni caso, quando p è di parità 2, per ottenere g bisogna aumentare 
l'anzidetto numero di una unità; finalmente, se p è di parità maggiore 
di due, d è eguale al detto numero aumentato di due unità. 

Sia ora : 

n = 2'g]^g:^ ... gl', 

^^^^ Sii ijy ' " Sk sono numeri primi impari diversi, dei quali f^ a 
timi k — ; soltanto si suppongono della forma 4r-|- 3. 

Per un divisore p di ;f, che sia la potenza di un fattore p 



•) Vedi ad cs. Serret, Cours â' Algèbre supérieure, 4*»« (d«, 
•♦) Vedi Serrbt, L c, pag, 109, 



^ 1 er Fil A. 



13ns. ; gimia j£ saxons, a. ixcr i tr: mm Âdk. ^^r^ ôd 

^, = ^^*. — ^^— - - — *0 — i-'. -r-*z-r --- -r ^O- 

Fsr m oiTKrT x & c, 3i£ .airir . nf «inamp Âae àDoa paci im- 
fOÊci äxnrm, ^ V \p^ =: i, K i Àsr Aie saod Km» *■»■ ^nV jj m oî 
«eâft Ä£i«: f , f, , - - - r , 2Î - i '^} = 4 Ä flgiÊ air© CMO; qoHKfi 

«ri, ^: 

^*^ ( f = (i + ^j:i4-^o .-o-:^->. 

« 1» •): 

Zv(r) = ^,-f ^,-r ---r^. = /-ff — ^ 
& i ajciifxo s i sazpBcsooaziî {«% li saocan <£ lacd i termini 
^da (4/>), cbt corrbv'^xkioQO a dhwxd kcpsri ti a, è /-rf — ^ « l* 
i<«i0tt di USD i urrmi, d»t œnispoekiûoo x «fiisori piridî fl^èancon 
rndgCTT<tn«gc p -^ Ì — ^' daapc iKÎIa sarvitm çocs si ki: 

ZvC0 = 2^+2î-4. 
Ftfiàkt^antf %c b tcisâma porenza di 2 cotrmina io a ki on espo- 
»©fiî« '»>' I, îï^>^ f</>:ian:o scîni^e i divisori di « in v disâ mettendo 
tp^a yfM/A clivv;: i dj'.r>ori ânpsri o sen:pl:cai:eaÄ pari, nelli seconda 
ila>^ i imußfi àt pariû 2, ndia terza chsse i divisori di pariti 3 e eoa 
ifi iM^Ui. Iji ^Jitma di tutti i termini della (40) che provengono dai 
dWi^ffi d^Mz yr'miz cUv^z è, come abinamo visto, 2/> + 2j — 4, la 
Uftitua (Ìkì tcrriiiiii che provengono dai divisori della seconda classe è, 
u/tm: rhuìu dietro un ragionamento analogo a quello fatto precedente- 
menu;^ 2p a h òirthtiM dei termini che provengono dai divisori di una 
ijualuiiijue dclb cia^M successive è sempre 4/). Dunque, neUa ipotesi di 
v> I, M lu; 

Z4'(P) = 4(^ — 0P + ^^-4• 



^) Sc tra i fatroH primi impari di n non se ne trovano di quelli ddla forma 
4f-ff, doèH/sso, coovcniamo di ritenere j = 1, 
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Dopo ciò, secondo che la parità v di « è o, i ovvero maggiore di 
I, si trovano ordinatamente i seguenti valori UN: 



4 



N'. 



n + 2p + 2q+2 



2^^ n + 4(^-^i)p + 2q + 2 
4 



(v = o) 
(v=i) 
(v>i), 



dove i numeri p o q sono definiti dalle formole (41) in funzione degli 
esponenti dei fattori primi impari coi quali n è composto. 

§ Vn. — 1 Chruppi della seconda classe. 

21. Vogliamo ora procedere alla ricerca dei gruppi della 2* Classe, 
i quali, per definizione, si compongono con due gruppi di operazioni di 
I* specie, dei quali Tuno è ciclico o diedro e l'altro corrisponde ad un ef- 
fettivo poliedro regolare del nostro spazio. A questo scopo occorre prima 
scrivere i gruppi di sostituzioni quaternarie di i* specie che corrispondono 
ai poliedri suddetti. 

Le due rotazioni definite dalle matrici: 



I o o 

o — I o 
o o — I 



o 
o 
I 



I 
o 
o 



che sono ordinatamente di 2° e 3° ordine, generano un gruppo tetrae- 
drico : alla prima di esse corrisponde nel sistema delle A^ come già si è 
detto al principio del § IV, la sostituzione quaternaria S, ed alla seconda 
corrisponde, nel detto sistema, la sostituzione quaternaria : 

?; = -r( ^« + ^.—^3—0 

< = -f( ^. — ^, + ^3-0 

Si ha dunque un gruppo tetraedrico di operazioni di i* specie, che deno- 
teremo con -R,,, generato dalle seguenti due sostituzioni: 



(42) 



r = ( 



*Â 



& 1 «.SVI« ». 



^L 



V i *-i 



- '^ 



L: i -s "r-uey'.r'i rrrr-riifc-r^rrr"":^ :.'^-^"* t i .^r,*.-ln'ri* 5 segorxV> or- 



-îr^: i:^ '^'i li—i nt 



— : o o 
o o : 
o I c 






I — lï^ --^ 



r44) 



f s 



\ 



^» — .r-\ xs O 






e '. .:'.'îi le !r'; VAti: ^/Joni 7, s, f, generano ua grappo onaedrico di 
/y;faz//:>; ^i I* %;^:'-:c, c!j'j denoteremo con Ä,^, il qiulc â può anche 
;^/,;i':'irc î:,"A,ah*j: \: vj^^'icriti duc soidruzioni : 

r F 



(y,) ' 



' i 

! I i 



:( ?.+?.+=(,+o 



ï^( -+o 
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I gruppi -R,, ed R^^ contengono come sottogruppo normale il gruppo 
quadrinomio ^4 definito dalle (18'), perchè è facile verificare che si ha : 

Noteremo ancora le due relazioni : 

SF = FS, (SF)r(5F)=r, 

che in seguito avremo bisogno di adoperare. 

Vogliamo ora scrivere un gruppo icosaedrico di operazioni di i* spe- 
cie e perciò pensiamo al corrispondente gruppo di rotazioni nel nostro spa- 
zio. L'icosaedro regolare che quest'ultimo gruppo lascia inalterato lo sup- 
poniamo, nello spazio degli assi cartesiani ortogonali x, , x, , x, , orien- 
tato in guisa che un suo spigolo risulti nel piano delle rette x, , x^ per- 
pendicolare ad X, . Allora, se 2 6 è l'angolo secondo cui lo spigolo, è visto 
dal centro del poliedro, la rotazione 

cos 6 — sen 6 o 

sen 6 cos 6 o 

o 01 

trasforma Tasse x, nella retta che congiunge il detto centro con un ver- 
tice del menzionato spigolo; sicché la trasformata di 

IO o 

2 w 2 w 

o cos — — sen — 
5 5 

2 w 2 w 
o sen cos 

5 5 

mediante la precedente rotazione è una rotazione di quinto ordine che fa 
parte del nostro gruppo. Ponendo : 

tange = 4-(j/7- i) = a) 
e servendosi delle relazioni : 



<ù — i 



<ù 



(k) * -" 2 



= cos- 



27r 



si trova che questa rotazione è: 

I 



<ù 



20) 


2 


2 


&> 


I 
2 


I 


2 


2fc> 


I 


I 


(ù 


2 


2(ù 


2 



Rmi, Cir€, Métim. PaUrmo, t. XV (1901). — Sumpato il ji m«ggio 1^1. 
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D'altra parte è evidente che appartiene al nostro gruppo anche la 

rotazione 

I o o 

o — I o 

o o — I 

e che questa insieme a quella che precede bastano a generarlo. Ora, alla 
prima delle due rotazioni ultimamente scritte corrisponde, nel sistema 
delle Ay la sostituzione quaternaria : 
/ 



(46) 



J^i 






ed alla seconda corrisponde 5; quindi si ha un gruppo icosaedrico di 

operazioni di 1* specie, che denoteremo con R^, il quale è generato dalle 
seguenti due sostituzioni: 

/ S 



(47) 






2(0.^' +"^3+ ^4) 


-^ 


2 (o.^^ ^'+ "^4) 


— h 


2 ( "^■+ ^'+«=^3) 


-l^ 


,( l. <-=C.+ „:C,) 


-K, 



che sono, ordinatamente, di quinto e secondo ordine. 

Come è noto, nessuno dei divisori propri del gruppo R^^ è normale 
dentro il gruppo stesso; invece i gruppi R^^, R^^ ammettono dei divi- 
sori normali propri : i?,, ne contiene uno solo che e il sottogruppo qua- 
drinomio Q^, ed R^^ ne contiene soltanto due che sono i sottogruppi 
ß, ed R„. 



22. Cerchiamo ora, in primo luogo, i gruppi composti per cui uno 
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dei gruppi componenti sia il gruppo ciclico P^ di operazioni di i* specie 
generato dall'operazione K' e Taltro sia uno dei tre gruppi i?„ , R^^ , R^^ . 
Ogni meriedria di P^ è necessariamente ciclica, cioè tale che il gruppo 
complementare del corrispondente divisore normale è ciclico. D'altra parte, 
passando in rassegna i gruppi i?,,, iì^^, R^^ si vede che, oltre alle me- 
riedrie d'indice eguale ad i, il gruppo R^^ non ammette altre meriedrie 
cicliche, e che ciascuno dei due gruppi if,^, R^^ ne ammette ancora un'al- 
tra : queste sono le meriedrie a cui corrispo;idono i gruppi complementari 

-^^,2 104 ^ -^^241 -^12 ^^^ ë^^^^ 3 e 2 ordinatamente. 

Dunque, se m non è divisibile né per 3 né per 2, i soli gruppi che 
si possono comporre nelle attuali ipotesi sono : 

(48) [R^PLh [r.,p:]. [r.oP:]- 

U primo di questi gruppi, che è di grado i2w, si può generare mediante 

le tre operazioni : 

T, S, K'; 

il secondo, di grado 24 w, si può generare mediante le tre operazioni : 

r, F, K\ 

e l'ultimo, di grado 60 w, si genera con le tre operazioni: 

/, S, K\ 
Invece, tutte le volte che m è divisibile per 3, denotando con PJ, il 

gruppo generato dall'elemento A"'', possiamo, da una parte, considerare 
la meriedria d'indice 3 di P^ corrispondente al divisore P^ e dall'altra parte 

b meriedria dello stesso indice del gruppo R^^ corrispondente al suo di- 
visore Q^. I gruppi P^ ed Ä,,, decomposti nelle classi laterali dei divi- 
sori suddetti, si scrivono : 

P:^P'^{i+K' + K-), 

i^M^io + ì'+n, 

e, tra i gruppi complementari di questi divisori, possiamo stabilire due iso- 
morfismi, secondo che all'elemento di terzo ordine Q^T dell'ultimo gruppo 
si fa corrispondere l'elemento P'^K* oppure l'elemento P^üf'* del primo 

gruppo. Relativamente a ciò si hanno due gruppi di grado 4 m composti 
con Ä,, e P^, uno dei quali è : 

(49) [R^.p:\ = \a,P'Jiii + TK' + rro, 

ì 

e l'altro vi si può ridurre trasformandolo con la sostituzione S' , 
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Ë cUaro che Q gruppo (49) si può generare mediinte le due ope- 
razioni 

s, TK', 

quando â osservi che la terza potenza di TIC è /P e che si ha : 

(jK'y s(jK') = r-' S r = S. . 

Finalmente, tutte le volte che m è divisibSe per 2, denotando con F^ 

T 

il gruppo ciclico generato dall'operazione /T*, i gruppi Pi ed R^^ de- 
composti nelle classi bterali dei rispetti\ì divisori d'indice due /^ ed R^^ , 

"Î 
si scrìvono: 



«„(I + f). 



e perciò si ha il gruppo composto 

(50) [fi^p:i^[ii,.p:K^ + FK'), 

che è di grado 12 m. 

Questo gruppo si può generare mediante le due operaâoni : 

Infatti il quadrato & FK' è l'operazione K'^ che serve a generare 
il gruppo PI; inoltre si ha : 

(f if')""-r.(fif') = FTF, 
e le due operazioni T, F TF bastano a generare il gruppo R^^. Quanc^o 
nel gruppo (49) si suppone m = 3 , si ottiene il gruppo : 

[ì?.,p;jsg;., 

che è un gruppo tetraedrico. 

Per scrivere in modo assai semplice le operazioni generatrici di G*^, 
osserviamo che ponendo: 

ETE= r, 

si può poi trovare un'operazione del sistema delle B che trasformi K' 
in r', e perciò si può assumere per G\^ il gruppo generato dalle se- 
guenti due operazioni: 

TV S 



(490 



c = 


^ 


-^ 


c= 


^1 


^, 


^;= 


Ki 


-It 


<= 


^ 


^. 
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Quando nel gruppo (50) si fa w = 2, si ottiene il gruppo : 

che è un gruppo ottaedrico. 
Allora ponendo : 

ÊFÊ=F, 

si può trovare un'operazione del sistema delle B che trasformi la sosti- 
tuzione di secondo ordine K' in f ' , e quindi come gruppo i?*^ si può 
assumere quello generato dalle due operazioni : 

T FF' 



(50') 



< = 


-ri ^. + ^,-^, -0 


— ^. 


^ = 


-^(— ^, + ^, + ^j-O 


^, 


<^ = 


4-( ^. — ^, + ^, -0 


^, 


.<= 


4-( t. + ^, + ^, + 


^4 



23. Cerchiamo in secondo luogo i gruppi composti per cui uno dei 
gruppi componenti sia il gruppo diedro Q[^ di operazioni di 1* specie 
generato dalle sostituzioni K' ed 5', e l'altro sia uno dei tre gruppi 

Ogni meriedria di ßl« è una merìedria diedra oppure una merie- 
dria ciclica d'indice 2. I gruppi R^^ ed R^^ non ammettono di siffatte 
meriedrie, ma il gruppo R^^ ammette una meriedria diedra d'indice sei, 
corrispondente al suo divisore normale Q^ , ed una meriedria ciclica d'in- 
dice due corrispondente al divisore R^^. 

Sicché si hanno da una parte i tre gruppi : 

(51) [ä.ö;j, [r.,ql], [^6oo;j. 

ed inoltre, osservando che si può scrivere: 

ÖL^J'Ki + S'), 

si ha ancora, qualunque sia m, il gruppo composto : 

(52) [R^Q:J.^[R.,KKi-hFS'). 

I tre gruppi (51) sono dei rispettivi gradi 24 w, 48 m, 120 m : il primo 
di essi si può generare mediante le seguenti quattro operazioni : 
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il secondo mediante le operazioni: 

T, F, A", S', 
ed il terzo con le quattro operazioni: 

If Sf I^ f ^ • 

D gruppo (52), che è di grado 24 m, si può generare sempre con 

tre sole operazioni : 

r, K\ FS\ 
perchè si ha : 

(fS').r.(FS') = f TF, 

e le due operazioni di terzo ordine Ty FTF bastano a generare il 
gruppo R^^. 

Se m non è divisibile né per 2 né per 3, oltre ai gruppi già scritti 
non si possono comporre con i gruppi dati altri gruppi. 

Se invece m è divisibile per 2, il gruppo diedro Q^^ ammette, oltre 
al gruppo F^ , altri due divisori d'indice 2 che sono : 

no 4-5'). F^O + ÜT'S'), 

2 1 

e questi due divisori si trasformano l'uno nell'altro mediante l'operazione 
K[ di ordine im^h, quale è d'altronde permutabile con ogni operazione 
di R^^. Dunque osservando che si può scrivere: 

si ha il nuovo gruppo composto : 

(53) [^M ß j: = [^w^:ki + 5')(i + FA") , 

2 
che è di grado 24 m. 

Questo gruppo si può generare mediante le tre sostituzioni : 

r, S', FK\ 

perchè il quadrato dìi F K* è l'operazione A"", che serve a generare il 
gruppo PI, ed un'opportuna combinazione di f üf' e T dà, come si è 

T 

visto, l'operazione FTF, h quale, insieme a T, serve a generare il 
gruppo A,,. 

Nel gruppo (53) il numero pari m che vi figura si suppone essen- 
zbhnente m.agglore di 2, perchè, se fosse m = 2, scambiando tra loro 
le due operazioni di secondo ordine £"' ^ 5' si ricadrebbe sopra il gruppo 
[RhQ^Ì che è del tipo (52). 
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Finalmente, se m è divisibile per 3, al divisore PJ del gruppo Q[^ 

corrisponde una meriedria diedra d'indice 6, che si può mettere in rela- 
zione con la meriedria diedra dello stesso indice corrispondente al divi- 
sore Q^ del gruppo R^^. Tra i due gruppi complementari dei suddetti 
divisori di öam ^^ ^24 ^^ possono stabilire sei isomorfismi diversi ed in 
ordine a ciò si hanno sei gruppi composti con Q\^ ed R^^. Essendo: 

ß;.^p;(i + i^' + i^'0(i + 5'), 

uno di questi gruppi composti è : 

(54) {KQ[.\^[Q,KMi + TK'-{.TK'^)ii + FS'), 

ì 

e gli altri cinque sono i suoi trasformati mediante opportune combina- 
zioni delle sostituzioni UT' ed S', le quali sono d'altronde permutabili con 
ogni operazione di R^^. 

Il gruppo (54) si può generare mediante le due sole operazioni: 
TK\ FS\ 
Infatti, la terza potenza di TA"' è la sostituzione K'^ che serve a gene- 
rare il gruppo P^; ed il quadrato di (TUT') (PS') è l'operazione (Tf)* 

la quale coincide, come si può facilmente verificare, con S, ; allora que- 
sta, insieme alb sua trasformata 

(TK')SXTKy = TS^ T'' = S, 
genera il gruppo 04« 

Notiamo un caso particolare importante: quando nel gruppo (54) 
si fa w = 3, si ottiene il gruppo 

che è un gruppo ottaedrico. D'altra parte esiste un'operazione apparte- 
nente al sistema delle ß, che trasforma il gruppo diedro Q^ nel gruppo 
diedro generato da S' P' e dall'operazione di terzo ordine T ; quindi come 
gruppo G*^ possiamo assumere quello generato dalle s^:uenti due so- 
stituzioni : 

TT F F' S' 



(54') 



\l ^^ 


K. 


Î4 


\1 = 


?, 


^ 


^J ^ 


î. 


-^, 


< = 


^4 


^. 
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Osserviamo ancora che dei tre gruppi ottaedrici finora trovati, i prinii 
due, cioè R^^ ed iì*^, contengono con:e divisore tetraedrico il gruppo 
iì,, , mentre l'ultimo, cioè Gl^y contiene come divisore tetraedrico il 
gruppo G;,. 

24. Uno qualsivoglia dei gruppi della 2* Classe non è mai simile ad uno 
dei gruppi della 1* Classe, perchè questi ultimi gruppi non amm.ettono 
evidentemente meriedrie corrispondenti ad effettivi poliedri regolari. Pas- 
siamo perciò subito al confronto dei gruppi della 2* Classe tra loro. 

Se includiamo tra i gruppi appartenenti ad uno stesso tipo anche i 
loro trasformati mediante l'omologia £, è chiaro che due gruppi di uno 
stesso tipo, se sono tra loro slmili, o coincidono, oppure l'uno coincide 
col trasformato dell'altro mediante l'omologia suddetta. 

Inoltre è facile dimostrare che due gruppi appartenenti a tipi diversi non 
sono mai simili. Infatti, un gruppo che appartiene ad uno dei cinque tipi 
trovati nel n® 22 non è mai simile ad un gruppo che appartiene ad uno 
dei sei tipi trovati nel n® 23, perchè ciascuno dei gruppi del n® 22 lascia 
inalterate almeno due rette : esse sono gli assi dell'omografia rigata K' ; 
mentre questi assi sono, dentro ciascuno dei gruppi del n° 23, permu- 
tati tra loro, e quindi non vi sono rette ferme per ogni collineazione di 
un tale gruppo. 

Confrontando poi tra loro i cinque tipi del n° 22 si vede che il primo 
dei gruppi (48) ed il gruppo (49) non ammettono né meriedrie ottae- 
driche né meriedrie icosaedriche e perciò nessuno di essi e simile ad un 
gruppo che appartiene ad uno dei rimanenti tre tipi ; nemmeno può essere : 

perchè il primo di questi gruppi contiene il divisore J?,^, mentre il se- 
condo non contiene nessuno divisore tetraedrico le cui operazioni siano 
tutte omografie rigate. Analogamente si vede che non può essere: 

e si conclude che due gruppi del n° 22 appartenenti a tipi diversi non 
sono mai simili. 

Confrontando finalmente tra loro i sei tipi nel n® 23 si vede, re- 
stando sempre nello stesso ordine d'idee di prima, che ogni relazione di 
similitudine tra due gruppi appartenenti a tipi diversi viene esclusa, e ri- 
mane soltanto il dubbio circa la possibilità della relazione: 
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Ma questa relazione non può, d'altronde, aver luogo ; perchè, se esi- 
stesse una coUineozione che trasformi il primo nel secondo gruppo, essa 
trasformerebbe evidentemente iì,, in sé, e trasformerebbe Tomografia ri- 
gata K\ d'ordine w, del primo gruppo in una omografia rigata dello 
stesso ordine del secondo gruppo. Ora, avendo supposto il numero pari m 
maggiore di 2, quest'ultimo gruppo non contiene omografie rigate d'or- 
dine m, e quindi l'anzidetta collineazione non esiste. 

Terminiamo il presente paragrafo con una tabella dove sono scritti 
gli undici tipi di gruppi ultimamente trovati. 

Gruppi della seconda dasse. 





W^ I 


X. 


[r.,p:]^r,.o+k'+k''+...^k"-'), [r,,f:\^[r'.,pj 


XI. 


[KK]^K('+K'+^"+--^K"-')' [RuK]^[^:,PJ 


xn. 


[S^P:]^Reo(i-\-K'-{-K"+...-\.K"-'), [R^P:]^[RìPJ 


xm. 


[R,.p:]MQ.p:K' + tk' + t^k-^), [/?.,?;], ^ [jì;,pj, 


XIV. 


[RuKI^[r,.p:]0 + fk'), [r.,pli^[r:,pa 




[R., ?,'], s g;, (tetraedrico), [R,^ P,l s R[^ (ottaedri«)) 





m >• I 


XV. 


[R., Ö; J ^ [R., n](i + n [R,. Ö; J e- [R'.. Öa J 


XVI. 


[R., Ö; J ^ [R., P-J (1 + S'), [R., Ö ;j ^ [RI Ö J 


xvn. 


[r.oQ:.]^[R6oP:k^+s-), [r^q:j^[riq,j 


xvm. 


[j?..ßLL^[Ä.,^j(i +f n [r^q:j,c^[r'^<ij. 


XDC. 


[R.Ä^l^[R,,P'Jii +SXi +FKO, [R^QU^IR'^Q^ 


XX. 


[R^Q:,A^Q,KK^+TK'+rK'%T 

3 




[aho:j.^[^.4o.j., t* 



Mmd, Ort. UmUm. PêUrmê, U XV (sfOl).*^* 
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S VnL — J Oruppt del doppio tetraiedro. 

25. Noi dobbiamo ora occuparci dd gruppi della 3* Classe: questi 
si compongono con due gruppi di operazioni di i* specie che corrispon- 
dono ad eflFettivi poliedri r^olari del nostro spazio. Si può supporre, senza 
ledere la generalità, che un gruppo componente sia uno dei tre gruppi : 

-^la» ^249 ^60* 

e l'altro sia uno dei tre gruppi : 

Kit ^'h* ^60 9 

che sono i trasformati dei primi mediante la simmetria E. 

In questo paragrafo d occuperemo soltanto dei gruppi che si pos- 
sono comporre con R^^ ed R[^ , che chiameremo gruppi del doppio Uirae- 
dro: gli altri casi saranno esaminati nei tre paragrafi successivi. 

Consideriamo in primo luogo gl'isomorfismi oloedrid dei gruppi 
R^^ , R[^ : dò equivale a supporre, con le notazioni del n® 8, che i divi- 
sori normali U^ e V^ coincidano col gruppo identico. 

H gruppo J?,, contiene 8 operazioni dì terzo ordine che sono simili 
dentro il gruppo ottaedrico R^^ che contiene iì,,. D'altra parte, ogni so- 
stituzione di questo gruppo ottaedrico è permutabile con tutte quelle di 
R[^; quindi, se conveniamo di non ritenere come distinti due gruppi si- 
mili, possiamo limitarci a considerare solamente gl'isomorfismi tra R^^ 
ed R\^ , che fanno corrispondere ad un dato elemento di terzo ordine T 
di J?,, un dato elemento di terzo ordine T' di J?'„ . Per determinare uno 
degli anzidetti isomorfismi bisogna assegnare l'elemento di secondo ordine 
di R\^f che corrisponde all'demento di secondo ordine 5di J?,^; ma le 
varie scelte che si possono fare sono tutte equivalenti, perchè le tre ope- 
razioni di secondo ordine di R[^ sì possono trasformare una in un'altra 
mediante le sostituzioni del gruppo dclico generato da T' , le quali sono 
d'altronde permutabili con tutte le sostituzioni di R^^. 

Sia dunque 5' l'elemento corrispondente ad 5 ; allora, relativamente 
alle dette oloedrie, l'unico gruppo che si può comporre con iì,, ed R[^ è 
il gruppo tetraedrico generato dalle seguenti due operazioni: 
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TT 


SS' 


<,= 


Ix 


^i 


c= 


t, 


-K^ 


<= 


l. 


-^1 


<= 


^ 


^ 



(55) 



che sarà denotato con G,, . Tutte le sostituzioni di questo gruppo sono 
di 2* specie ed il gruppo quadrinomio in esso contenuto è il gruppo G^ 
definito dalle (21'): basta questo solo fatto per concludere che G,, non 
è simile ai gruppi tetraedrici trovati nel paragrafo precedente. Noi non 
incontreremo in seguito altri gruppi tetraedrici e perciò possiamo conclu- 
dere che, nel nostro spazio, di siffatti gruppi di omografie ne esistono 
tre *) ben distinti : 



Si> 



g:„ 



'ia> 



e di questi tre gruppi soltanto l'ultimo lascia inalterato un piano che è 
quello che ha per equazione 7^^ = o. 

26. Consideriamo ora le meriedrie cicliche d'indice 3 dei gruppi 
iì,,, R\^ le quali corrispondono ai divisori quadrinomi ß^, ß^ contenuti 
nei detti gruppi. 

Essendo : 

in un isomorfismo tra i due gruppi complementari i?„lß^, -R^J ß|, al- 
l'elemento Q^ T del primo gruppo deve corrispondere uno dei due ele- 
menti 0^ T , Q^ T^ del secondo gruppo ; ma questi due elementi si tra- 
sformano l'uno nell'altro mediante la sostituzione F' di J?^ ; dunque, re- 
lativamente alle dette meriedrie cicliche, possiamo comporre con iì„ ed R\^ 
un solo gruppo che è il seguente : 

Questo gruppo di grado 48 può essere evidentemente generato dalie tre 



^ Questi tre grupi» sono, ordinatamente, segnati con i nuineii HI» II» I nel 
lavoro del signor H. Maschke : Butimmung alhr Umarm uni fif#i 
tionsgruppiH, wdcb$ mii symmêtriscbiH und aliêrnirênim Bud^ 
fin holacdriscb isomarfb sind IMathemaâscfac Anoiko» M 
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sosntuzioni ; 





s 


S' 


yp 


^; = 


-^4 


^ 


^1 


c= 


ÎJ 


^5 


^J 


< = 


— l* 


— î. 


^. 


<= 


^. 


— ^. 


^4 



(56) 



H gruppo G^j coatiene corne divisore il gruppo G^^^[Q^ Ö4] ^ 
cui abbiamo parlato alla fine del n® 14 : questo è manifestamente Tunico 
divisore di grado 16 contenuto in G^g, e le 32 operazioni del gruppo 
principale, che stanno fuori di G,^ , sono tutte sostituzioni di terzo ordine. 

Come è noto, e come si può del resto facilmente verificare, il gruppo 
G,^ contiene 35 divisori quadrinomi, dei quali: due sono ß4 ^ 04» ^" 
ciotto sono del dpo Q^ ^ [ß4^i1aj ^i sono del tipo G^^[Q^ Q^^ ed 
i rimanenti nove sono del tipo G'^^[P^P2- Di questi 35 divisori qua- 
drinomi soltanto 5 sono normali in G^g : due di essi sono Q^ e Ö1 ^ g^ 
altri tre sono i seguenti tre gruppi del tipo G^ : 

( I, SS', S,S:, 5,51; 
(57) I, ss:, S,S:, S,S'i 

{ I, ss:, 5.S', s,s:. 

Infatti, essendo 5, , 5, ed S[ , S[ le successive trasformate di S ed S' 
mediante l'operazione di terzo ordine TT\ si vede subito che ogni 
gruppo (57) viene trasformato in sé da ciascuna delle operazioni (56); 
inve:e, aggiungendo una qualunque delle 32 operazioni di terzo ordine 
di G^g ad uno dei rimanenti tre sottogruppi del tipo G4 , che sono : 

( I, SS', S,y,, S^S:; 
(57') I, ss:, S,S:, S,S'; 

i I, ss:, s,s', s,s:, 

oppure ad uno dèi diciotto sottogruppi del dpo Q*^ o dei nove sotto- 
gruppi del tipo G* , si genera evidentemente tutto il gruppo principale e 
quindi, dentro questo gruppo, i menzionati sottogruppi non sono normali. 
Ognuno dei tre divisori quadrinomi (57) appartiene a quattro sotto- 
gruppi tetraedrici di G^g che sono tutti del tipo G,,, perchè, aggiungendo 
ad uno dei detti divisori una qualunque delle 32 operazioni di terzo or- 
dine del gruppo principale, si genera evidentemente un gruppo tetraedrico 
il quale contiene 8 delle menzionate 32 operazioni. 
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Analogamente, ognuno degli altri due divisori normali Q^ e Ö4 ^P" 
partiene a quattro sottogruppi tetraedrici di G^g , però questi sottogruppi 
sono del tipo G*, ; dunque il gruppo principale contiene complessiva- 
mente 20 divisori tetraedrici, dei quali 12 sono del tipo G,, ed 8 sono 
del tipo G]j. 

Il gruppo G^8 , di cui ci occupiamo, non possiede né di>âsori di grado 
sei né divisori di grado ventiquattro; ha invece 15 divisori di grado otto 
tutti contenuti in G,^. 

Finalmente, le coUineazioni del detto gruppo lasciano inalterati tre 
tetraedri che formano una terna desmica : essi sono i tetraedri uniti dei 
gruppi quadrinomi (57), ed i vertici di uno qualunque di questi tre te- 
traedri subiscono tutte le permutazioni pari mediante le collineaz!oni an- 
zidette. 



27. Un terzo ed ultimo gruppo del doppio tetraedro é il gruppo 

Questo gruppo di grado 144, che corrisponde alle meriedrie d'in- 
dice I dei gruppi Ä,, ed R\^y si può generare meJiante le seguenti tre 
sostituzioni : 

SS' T r 



(58) 



<, 




^. 


^: 


l 


-Î. 


^' 




-li 


< 


h 


^4 






-r( ^.-^.+ ^, + ^4) 

f(-^.-^a-^3 + 



H gruppo G,^ contiene, come il gruppo G^g, un solo divisore di 
grado 16 che é G,^, e quindi ha 35 divisori quadrinomi; ma soltanto 
due di questi, e precisamente i gruppi Q. e ß!, sono normali dentro 
il gruppo principale. I tre gruppi quadrinomi (57), come pure i tre 
gruppi (57'), possono essere permutati soltanto circolarmente dalle sosti- 
tuzioni di G,^^, ma nessuna di queste sostituzioni porta la prima nella 
seconda terna. 

È facile vedere che il gruppo principale G,^ non possiede divisori 
di grado 72 ; infatti un tale divisore dovrebbe contenere un sottogruppo 
di grado 9, simile a quello generato dalle sostituzioni Te T\ t* 
sottogruppo di grado 8, necessariamente contenuto in G^^; 
souogruppi anzidetti generano evidentemente Tintero gnippd Ûf 
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I gruppi di grado 48 contenuti in G,^^ sono quattro : infatti ogni 
divisore di grado 48 contiene il gruppo G,^ , e perciò il numero di que- 
sti divisori è eguale al numero dei gruppi ciclici di terzo ordine con- 
tenuti nel gruppo non dclico di grado nove G,^|G,^, doè quattro. I 
divisori di grado 48 sono tutti normali dentro il gruppo principale : due 
di essi sono [R^^ Q'J^ ed [R\^ QJ, doè del primo dei tipi (51), gli altri 
due sono del tipo G^^ : di questi due ultimi divisori, uno trasforma in 
sé ogni gruppo (57) e permuta circolarmente i gruppi (57'), l'altro invece 
trasforma in sé ogni gruppo (57') ^ permuta circobrmenie i gruppi (57). 

Aggiungendo ad R^^ un'operazione di terzo ordine appartenente ad 
R[^ si genera un gruppo di grado 36 ; se invece si aggiunge ad R^^ una 
operazione di secondo ordine di R[^ si genera un gruppo di grado 24; 
quindi J^^^ appartiene a quattro divisori di grado 36 ed a tre divisori di 
grado 24. Siccome lo stesso si ripete per il gruppo R\^y concludiamo che 
U gruppo G,^ contiene otto divisori di grado 36 che rientrano nel primo 
dd tipi (48) per m = 3, e sd divisori di grado 24 che rientrano nello 
stesso tipo per m = 2 , ed é chiaro che questi divisori sono tutti i pos- 
sibili divisori dd detti gradi contenuti in G,^. 

D'altra parte, G,^^ non ha divisori di grado 18, però ammette due 
spede diverse di divisori di grado 12 : una specie é costituita dai divisori 
non tetraedrici di grado 12 i quali sono contenuti nei sottogruppi di 
grado 36, e l'altra specie é costituita dai divisori tetraedrici. Ognuno dd 
gruppi quadrinomi Q^ e ß^ , per esempio il primo, appartiene a 9 gruppi 
tetraedrici, uno dei quali é R^^ e gli altri 8, che sono del tipo Gj,, stanno 4 
a 4 nei due sottogruppi del tipo G^g . Invece, ognuno dei gruppi quadri- 
nomi (57) e (57)' appartiene a quattro gruppi tetraedrid che sono del 
tipo G,,. Si conclude che il gruppo G^^^ contiene complessivamente 42 
divisori tetraedrici : due di questi sono R^^ ed R\^j 16 sono del tipo G]^ 
ed i rimanenti 24 sono del tipo G,^. 

Terminiamo lo studio del gruppo G^^ enumerando le collineazioni 
dei vari ordini che lo costituiscono. Vi sono in primo luogo le 15 omo- 
grafie rigate involutorie contenute nel sottogruppo G,^; poi vi sono due 
sortt di omografie di terzo ordine, e precisamente : 1 6 omografie rigate 
che sanno 8 in R^^ ed 8 in R[^y 64 omografie di 2* specie che stanno 32 
in uno dei sottogruppi del tipo G^g e 32 nell'altro ; finahnente, le rima- 
nenti 48 operazioni di G,^, diverse dall'identità, sono 48 omografie di 
sesto ordine che stanno 24 nel sottogruppo [U,, 2J e 24 nel sotto- 
gruppo [Ä;,ßJ, 
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§ IX. — J gruppi del doppio ottaedro. 



28. Nel presente paragrafo vogliamo ricercare i gruppi che si pos- 
sono comporre con i due gruppi ottaedrici R^^ ed R\^ di operazioni di 
I* specie : i gruppi composti che troveremo saranno chiamati gruppi del 
doppio ottaedro. 

Consideriamo in primo luogo gl'isomorfismi oloedrici dei gruppi com- 
ponenti R^^ ed R'^^. 

Un isomorfismo oloedrico tra questi due gruppi è perfettamente de- 
terminato, quando si danno le due sostituzioni di R\^ che corrispondono 
ordinatamente alle due sostituzioni generatrici T ed f di R^^\ ma, sic- 
come le 8 operazioni di terzo ordine di R\^ sono simili dentro lo stesso 
gruppo R\^i possiamo limitarci a considerare soltanto gl'isomorfismi che 
fanno corrispondere all'elemento di terzo ordine T di R^^ un dato ele- 
mento di terzo ordine, e sia T', di R\^. Q resta ancora ad assegnare 
l'operazione di secondo ordine di R\^ che corrisponde all'operazione F di 
R^^. Delle 9 operazioni di secondo ordine di R\^ , tre appartengono al sot- 
togruppo R\^ e tre al sottogruppo diedro di grado 6 in cui sta V ; ma 
nessuna di queste sei operazioni si può assumere come corrispondente 
di f, e le rimanenti tre si possono portare una in un'altra trasforman- 
dole con una potenza di T* ; quindi possiamo supporre che l'operazione 
di R[^ corrispondente ad F sia F' , 

In conclusione, se, come sempre abbiamo fatto, non consideriamo 
come distinti due gruppi simili, per quel che riguarda le oloedrie dei 
gruppi R^^ ed R\^^ possiamo comporre con essi un solo gruppo : questo 
è il gruppo ottaedrico, che denoteremo con G^^ , generato dalle seguenti 
due sostituzioni : 

TT FF* 



(59) 



Questo gruppo ottaedrico lascia inalterato un piano che è quello e 
ha per equazione ;(^ = o, ed il gruppo tetraedrico in esso contenutr 
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gruppo G,, dcfinîto dalle (55) ; quindi G,^ non è simile a nessuno dei 
gruppi ottaedrid U,^, U^, G*^ trovati nel § VIL 

29. I gruppi R^^ ed R\^ , decomposti secondo le classi bterali di Q^ 
e Q^ , si scrivono nella seguente maniera : 

ed i relativi gruppi complementari R^^lQ^ ed J?^^| Ö4 sono gruppi diedri 
di grado 6. D'altra parte, i tre elementi di secondo ordine di ^,^104 si 
possono portare uno in un altro trasformandoli con una potenza di 7*, e 
quindi, non volendo considerare come distìnti due gruppi simili, dei sei 
isomorfismi olocdrici, che si possono stabilire tra i due gruppi i?^|Ö4 
ed R'^JiQ^y possiamo considerare soltanto quelli che fanno corrispondere 
all'elemento 04^ del primo gruppo l'elemento Q\F' dell'altro gruppo. 
Qò posto, come corrispondente dell'elemento di terzo ordine Q^T di 
R^^\Q^ si può scegliere a piacimento uno dei due elementi di terzo or- 
dine 04 ^T', Ô4 T'^ ^ ^ajßl» "^^ ^^ d^^ scélto sono per noi equivalenti, 
perchè i detti due elementi si possono portare l'uno nell'altro mediante 
l'operazione F'. 

In conclusione, per quel che riguarda le meriedrie d'indice 6 dei 
gruppi J?j^, R\^y tutti i gruppi composti che si possono formare sono 
simili al gruppo : 

G^ = [Q, q:Ki + rr + r ro(i + ff'). 

Questo gruppo di grado 96 si può generare mediante le seguenti 
tre sostituzioni : 

S TT FF' 
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(60) 



perchè le ultime due sostituzioni generano il gruppo ettaedrico G^^, il 
quale contiene l'operazione SS* : allora, il gruppo generato dalle (60) 
contiene le sostituzioni S ed 5' che, insieme alle loro trasformate me- 
diante TT\ che sono 5, ed S[, bastano a generare il gruppo [04 0^- 
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H gruppo G^ condene un solo divisore di grado 48 che è il gruppo G^g 
definito dalle (56) ; inoltre contiene tre divisori di grado 32 che si otten- 
gono trasformando, mediante le potenze di TT\ quello generato dalle 
operazioni di G,^ e dall'operazione di secondo ordine FF'. Questo 
gruppo di grado 32, che denoteremo con G^,, rientra nel tipo IX della 
tabella che sta alla fine del § V per n = m = 2 e contiene 7 sotto- 
gruppi di grado 1 6 ; ma uno solo di essi, precisamente il gruppo G^^ , 
è normale dentro il gruppo principale G^, e gli altri 6 sono ordinata- 
mente, generati dalle seguenti terne di sostituzioni : 



s. 
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I primi due di questi 6 sottogruppi sono composti con due divisori 
di grado 8 di R^^ ed i?',^, e gli ultimi quattro sono composti con un 
divisore di grado 8 di iì,^ ed un divisore di grado 4 di iì^^ od inver- 
samente: accanto ad ogni sottogruppo sta scritto il simbolo che lo rap- 
presenta secondo le denominazioni adottate. 

Le operazioni del gruppo principale G^, che stanno fuori del suo 
divisore G^^, sono 12 operazioni di secondo ordine e 36 operazioni di 
quarto ordine. Le 12 operazioni di secondo ordine ora dette stanno 4 a 
4 nei tre sottogruppi di grado 32, mentre le 36 operazioni di quarto or- 
dine stanno in questi divisori 12 a 12. 

Giacché il sottogruppo G^g non contiene divisori di grado sei (n** 26), 
risulta che ogni divisore di grado 12 del gruppo principale è tutto con- 
tenuto nel detto sottogruppo ed è perciò un divisore tetraedrico. 

Invece, di ogni divisore di grado 24, metà delle sue operazioni 
stanno nel sottogruppo G^g e si può facilmente concludere che ogni di- 
visore del grado ora detto è necessariamente un gruppo ottaedrico. 

Abbiamo detto che tutti i divisori tetraedrici del nostro gruppo prin- 
cipale sono contenuti nel suo sottogruppo G^g ; dunque, come questo 
sottogruppo, G^ possiede 12, e non più, divisori tetraedrici del tipo G^, . 
Ognuno dei quattro divisori tetraedrici che s'intersecano secondo il gruppo 
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quadrinomio G^, cioè: 

I, SS', s,s:, s,si, 

il quale è un sottogruppo normale di G^ » appartiene ad un gruppo et- 
taedrico del tipo G,^ contenuto in G^ . Questi quattro gruppi ottaedrìd 
si possono trasformare l'uno nell'altro mediante le operazioni di ognuno 
dei gruppi quadrinomi Q^ , Ö4 che sono anche divisori quadrinomi nor- 
mali del gruppo principale. 

I rimanenti otto divisori tetraedrici del tipo G,^ si scindono in due 
quaterne secondo che contengono l'uno o l'altro dd due gruppi quadrinomi: 

I, ss:, 5.s;, s.y, 

I, ss:, 5.S', s,s:, 

i quali gruppi si trasformano l'uno nell'altro mediante l'operazione di 
secondo ordine FF' . Gli otto gruppi tetraedrici anzidetti sono dunque 
simili dentro il gruppo principale, ma nessuno di essi si estende in un 
gruppo ottaedrico contenuto in G^ , perchè si può subito verificare che, 
aggiungendo ad imo di questi gruppi tetraedrici una qualunque delle 12 
operazioni di secondo ordine che stanno fuori di G^^, si genera tutto 
il gruppo principale. 

Dalle cose dette risulta che le collineazioni del gruppo G^ lasciano 
inalterato un solo tetraedro, che è il tetraedro unito del sottogruppo qua- 
drinomio normale G^ : i quattro vertici di questo tetraedro subiscono tutte 
le permutazioni del gruppo simmetrico mediante le collineazioni del gruppo 
principale G^ . 

Consideriamo ancora gli 8 gruppi tetraedrici del tipo G\^ , che s'in- 
tersecano 4 secondo Q^ Q 4 secondo Q^ . Se ad uno di questi gruppi te- 
traedrici, per esempio a quello generato dalle operazioni di Q e dalla 
operazione di terzo ordine TT\ si aggiunge una conveniente operazione 
di secondo ordine, per esempio l'operazione F F' S\ si genera un gruppo 
ottaedrico che è del tipo G\^: ciò risulta chiaro qualora si rammenti, 
come si è già detto alla fine del n** 23, che le due sostituzioni T', F' S' 
generano un gruppo diedro di grado 6. 

Dunque il gruppo G^ contiene complessivamente 12 gruppi ettae- 
drici, dei quali soltanto quattro sono del tipo G,^ e gli altri otto sono 
del tipo G*^ : questi ultimi si scindono in due quaterne secondo che con- 
tengono l'uno o l'altro dei gruppi quadrinomi Q^, j3'^, e quelli appar- 
tenenti ad una stessa quaterna sono simili dentro il gruppo principale. 
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30. Pensiamo ora alle meriedrie d'indice 2 dei gruppi R^^ , R\^ che 
corrispondono ai loro divisori tetraedrici i?^^ , R[^. Allora si ha: 

e quindi abbiamo il nuovo gruppo composto: 

il quale è di grado 288 e si può generare evidentemente con le seguenti 
tre sostituzioni: 

r r' FF 



u — 



(^0 ;_ 






4-( ^. + ^a-^,-0 


-f( ^. + t, — ^,— 


— Î. 


-f(— ^1 + ^1 + ^, — 


^(-^.+^.+^,+0 


^3 


-f( ì.-^, + ^,— 


4-( ^.— ^,+ì,+0 


^. 


-f( ^. + ^, + ^, + 


4-(— Î.— ^,— 1,+0 


^4 



n gruppo G,g ^ [ß^ 24] è un divisore normale del gruppo G,jg 
e perciò su in tutti i divisori di grado 32 del gruppo principale; infatti, 
giacché 32 è la massima potenza del numero primo 2 che sia divisore 
di 288, i sottogruppi di grado 32 di G^gg sono simili tra loro dentro il 
gruppo principale, e quindi G^^, dovendo necessariamente appartenere 
ad uno di. essi, appartiene a tutti. Questi divisori di grado 32 sono in 
numero di 5 e si ottengono trasformando uno di essi, per esempio 

con le sostituzioni del gruppo di grado 9 generato da J e P. 
Il gruppo 

è runico divisore d'indice 2 contenuto nel gruppo G^gg , e le operazioni 
di quest'ultimo gruppo che stanno fuori del detto divisore sono: 36 ope- 
razioni di secondo ordine, cioè tutti i prodotti di due operazioni di se- 
condo ordine scelte una in i?,^ e l'altra in R[^ ma fuori ài Q^ e Q'^, 
e 108 operazioni di quarto ordine, cioè tutti i prodotti di due operazioni 
di quarto ordine scelte l'una in R^^ e l'altra in R'^ , che danno sostitu- 
âoni di 2' specie, e tutti i prodotti di un'operazione di quarto ordine 
di J{^ o di i{^^ per un'operazione di secondo ordine di i?^ o di R^^ 
scelta fuori di (2l^ e di Q^ ordinatamente,. i quali prodotti danno sosti* 
tuzioni di 3* specie. 
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Per ricercare i divisori di grado 96 contenuti nel nostro gruppo prin- 
cipale, noi osserviamo ciie ognuno di tali divisori contiene un sottogruppo 
digrado 32 e quindi il gruppo G,^. Cerchiamo dunque i divisori di grado 6 
nel gruppo complementare di G,^ rispetto al gruppo principale. Questo 
gruppo complementare, che denotiamo secondo l'uso con G^gJG,^ , è di 
grado 18 ed è isomorfo ad un gruppo Hessiano: esso contiene 12 di- 
visori diedri di grado 6, che s'intersecano tre a tre secondo i suoi quattro 
divisori di terzo ordine, i quali corrispondono ai quattro (n** 27) divisori 
di grado 48 del sottogruppo G,^^ di G^g^. Abbbmo visto a suo tempo 
che questi quattro divisori di grado 48 sono di due dpi differenti, e pre- 
cisamente due di essi sono del tipo G^g e gli altri due sono [R^^ Q'^] 
[^'12 ßj- Ora, dei 12 gruppi di grado 96 contenuti in G,gg , le due ter- 
ne che hanno come rispettive intersezioni i due gruppi del tipo G^g , ap- 
partengono al tipo G^ ; ma, mentre riesce possibile trasformare due grup- 
pi della stessa terna Tuno nell'altro mediante operazioni del gruppo prin- 
cipale, non riesce possibile far ciò per due gruppi che stanno in terne 
diverse. Per ottenere poi uno dei gruppi di grado 96 che s'intersecano tre 
a tre secondo i due divisori di grado 48: 

basta aggiungere all'uno od all'altro di questi divisori una arbitraria ope- 
razione di secondo ordine del gruppo principale che sia fuori del suo sot- 
togruppo G,^. 

Oltre ai quattro (^visori di grado 48 contenuti in G,^^ esistono, nel 
gruppo principale G^gg , altri divisori di . tale grado ? Uno qualunque di 
questi altri divisori deve avere in comune con G,^ un sottogruppo di 
grado 24, per esempio quello generato dalle operazioni di R^^ e dall'o- 
perazione di secondo ordine S' . Se al detto sottogruppo si aggiunge una 
conveniente operazione di secondo ordine, per esempio f f , si ottiene 
effettivamente un gruppo di grado 48 che rientra nel tipo XVIII della 
tabella alla fine del § VII per w = 2 : dò risulta chiaro purché si osservi 
che S' ed F' generano un gruppo quadrinomio. Un altro tipo di grup- 
pi di grado 48 contenuto in G^gg si ottiene aggiungendo allo stesso grup- 
po di grado 24 un'operazione di quarto ordine, che abbia come qua- 
drato S', per esempio FF' S[: questo tipo rientra, per m = 4, in quello 
segnato col numero XIV nella ciuta tabella. I due ultimi tipi di gruppi 
di grado 48 contengono due tipi di sottogruppi di grado 12 non con- 
tenuti nel gruppo C,^. 
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Considerazioni analoghe servono a trovare i gruppi di grado 72 
contenuti nel gruppo G^gg . Giacché il divisore G,^^ non contiene (n** 27) 
divisori di grado 72, ogni divisore di tale grado di G^gg ha in comune 
con G^^^ un sottogruppo di grado 36, per esempio quello generato dalle 
operazioni di J?,^ e dall'operazione di terzo ordine T\ Se a questo sot- 
togruppo si aggiunge un'operazione di secondo ordine, come FfS', 
si genera effettivamente un gruppo di grado 72: infatti, giacché P ed 
F' S' generano un gruppo diedro di grado 6, il gruppo anzidetto é: 

che é precisamente di grado 72. Il gruppo ora trovato costituisce l'unico 
tipo di gruppi di grado 72 contenuto nel gruppo principale : questo 
tipo non é un tipo Hes^iano ma contiene dei gruppi Hessiani digrado 18 
come divisori, e contiene inoltre dei divisori di grado 24 che stanno 
fuori del gruppo G^^^. 

Noi passiamo finalmente alla ricerca dei gruppi tetraedrici eJ ottae- 
drici contenuti nel gruppo principale G^gg. Tutti i divisori tetraedrici di 
questo gruppo stanno dentro il suo sottogruppo G,^^, perché questo 
contiene tutte le operazioni del terzo ordine del gruppo principale. Dun- 
que il gruppo Gjgg contiene complessivamente 42 divisori tetraedrici, dei 
quali soltanto 24 sono gruppi G^,, 16 sono gruppi G\^ ed i rimanenti 
due sono R^^ ed R[^. 

Dei primi 24 divisori tetraedrici, 12 appartengono ad uno dei due 
gruppi G^g contenuti in G^^ ed i rimanenti 12 appartengono all'altro; 
ciascuno poi degli anzidetti 24 divisori appartiene ad un gruppo ottaedrico 
contenuto in G^gg e che é del tipo G^^ ; perciò abbiamo due serie di tali 
gruppi ottaedrici : i gruppi di una serie non sono, dentro il gruppo prin- 
cipale, simili a quelli dell'altra serie; i dodici gruppi di una stessa serie 
sono invece simili tra loro dentro il gruppo principale e stanno 434 
(n° 29) nei tre gruppi G^ che s'intersecano secondo il gruppo G^g che 
contiene la serie considerata. 

I 16 divisori tetraedrici (n° 27) di G,^ che sono del tipo G\^ si 
scindono in quattro quaterne, secondo che appartengono all'uno od al- 
l'altro dei due più volte detti gruppi G^g e secondo che contengono 
l'uno o l'altro dei gruppi quadrinomi ß^, ß^. Ogni gruppo tetraedrico 
di qualsivoglia quaterna appartiene a tre gruppi ottaedrici contenuti in 
G^gg i quali sono del tipo G*^: essi stanno uno ad uno nei tre gruppi 
G^ che s'intersecano secondo il gruppo G^ relativo alla quaterna che 
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si considera. Il gruppo principale contiene dunque 48 gruppi ottaedrici 
dd tipo anzidetto, i quali stanno 8 ad 8 nei sei gruppi G^ contenuti nd 
gruppo principale. 

Consideriamo anche i grupin ottaedrid di G^^ che contengono uno 
dd due gruppi ;etraedrid J?., ed R\^. Se ad uno di questi gruppi te- 
traedrid si aggiunge una qualunque delle 36 operazioni di secondo or- 
dine del gruppo prindpale che stanno fuori dd gruppo G,^ , si ottiene 
un gruppo ettaedrico dd tipo ^^ , e perdo ciascuno dd due gruppi 
R^^ ed R\^ appartiene a 6 divisori dd detto tipo. 

Concludendo, il gruppo principale G^^ contiene soltanto 24 divisori 
ottaedrici dd tipo G,^ , che si scindono in due serie di dodid gruppi cia- 
scuna: appartengono alla stessa serie i dodid gruppi che hanno i loro 
divisori tetraedrid dentro uno stesso gruppo G^g . Inoltre, il gruppo G^gg 
contiene 48 gruppi ottaedrid del tipo G^ che si scindono in quattro 
serie, ciascuna di dodid gruppi: appartengono alla stessa serie i dodid 
gruppi che hanno i loro divisori tetraedrid dentro uno stesso gruppo 
G^g e che contengono uno stesso dd gruppi quadrinomi ß^» ß^- fi- 
nalmente il gruppo G^ contiene ancora 12 gruppi ottaedrid dd tipo 
J?^ che si scindono in due serie di sd gruppi ciascuna, ed appartengono 
alla stessa serie i sd gruppi che s'intersecano secondo uno stesso dd 
gruppi tetraedrici i?^^, R[^. 



31. L'ultimo gruppo del doppio ottaedro si ottiene considerando le 
meriedrie d'indice i dei gruppi R^^ ed R'^ : questo è il gruppo di grado 576 : 

il quale si può generare mediante le seguenti tre sostituzioni: 
TT F F 
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Infatti, le trasformate di F mediante le operazioni dd gruppo ór 
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dico generato da TP bastano a generare iì,^, e le trasformate di F' 
mediante le operazioni dello stesso gruppo ciclico bastano a generare R[^ . 

Noi vogliamo ora scrivere tutti i diversi tipi di gruppi divisori del 
gruppo Gj^^ , considerando come appartenenti a tipi diversi quei divisori 
che non sono simili dentro il gruppo principale. Per ottenere tutti questi 
gruppi divisori, ci fonderemo sul fatto che ognuno di essi è composto 
con un sottogruppo di R^^ ed un sottogruppo di i?^^ , e perciò basta al 
nostro scopo passare in rassegaa i vari menzionati sottogruppi : noi, per 
maggiore chiarezza, scriveremo accanto ad ogni tipo di divisori il simbolo 
che lo rappresenta secondo le denominazioni adottate. 

I due gruppi 

[Ä^i?;js[i?„ij;j(iH.F), 

sono due divisori d'mdice 2 del gruppo G^^: esiste ancora soltanto un 
altro divisore, di detto indice, che è il gruppo R^^^ definito dalle (62), 
e questi tre divisori s'intersecano secondo il gruppo G,^ studiato nel n** 27. 

I divisori d'indice 3 di G^^^ si ottengono moltiplicando, in tutti i 
modi possibili, R^^ od R'^^ per un sottogruppo di grado 8 di 2?^ od R^^ , 
e perciò appartengono al tipo XVI della tabella alla fine del $ VII 
per m = 4. 

Passando a considerare i divisori d'indice 4 contenuti in G^^^, ab- 
biamo in primo luogo il gruppo G,^ , e poi altri due tipi di divisori di 
tale indice che si ottengono moltiplicando, in tutte le maniere, R^ od 
R[^ per un sottogruppo di grado 6 di R[^ od R^^ , e perciò questi due 
tipi di divisori rientrano nel tipo citato per m == 3. 

Una parte dei divisori d'indice 6, e perciò di grado 96, di G^^^ si 
ottengono moltiplicando R^^ od R'^^ per un divisore di grado 4 di R[^ od 
R^y e questi rientrano pure nel tipo XVI per m = 2, se il divisore di 
grado 4 che si è scelto è un gruppo quadrinomio, e rientrano invece 
nel tipo XI per m = 4, se il detto divisore è ciclico, oppure moltiplicando 
R^^ od R\^ per un di\dsore di grado 8 di R\^ od R^^ e questi appar- 
tengono sempre al tipo XV per w = 4. Ma oltre ai divisori di grado 96 
ottenuti nelle anzidette maniere ed ai gruppi del tipo G^ contenuti in 
G,gg, esistono ancora altri tre tipi di divisori di tale grado di G^^^: 
questi sono ordinatamente generati dalle seguenti terne di sostituzioni: 

r, s;. FF; [i?,,ö;]; 

T, s: F, FF; [Ä^ßy. 

r, F, F s; 
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Dei precedenti tre gruppi soltanto il primo sta nel sottogruppo 
Gjgg! esso e Tultimo, quantunque appartengano allo stesso tipo, tuttavia 
non sono simili dentro il gruppo principale. Noi abbiamo cosi esauriti 
i vari tipi di gruppi di gnido 96 contenuti in G^.^ ; avvertiamo però che 
abbiamo tralasciato di se ivere i tipi che sono i trasformati di quelli g*i 
scritti mediante la simmetria £ e che non sono simili a questi dentro 
il gruppo principale : ciò noi faremo sempre nel seguito del presente pa- 
ragrafo senza più avvertirlo. 

Il gruppo Gj.^ ammette tre diversi tipi di divisori di grado 72: due 
di questi sono [R^^ P^] ed [iì^, Q[] , ed il terzo tipo, che è contenuto nel sot- 
togruppo G^gg, si può generare mediante le seguenti tre sostituzioni: 

T, T', FF'S'i [/?,,ö;L. 

Si ha invece un solo tipo di divisori di grado 64 che è [Qg Qi]- 
Passiamo ora ai divisori di grado 48. Alcuni di questi divisori si 
ottengono moltiplicando ordinatamente R od R^^ per un divisore di 
grado 2 o di grado 4 di R\^ , ovvero moltiplicando un divisore di grado 
8 di i?,^ per un divisore di grado 6 di R[^. Oltre ai tipi di gruppi di 
grado 48 ottenuti nelle anzidette maniere ed ai gruppi del tipo G j con- 
tenuti in G,^^ , il gruppo principale ammette quattro tipi di divisori dd 
detto grado: essi sono generati dalle seguend terne di sostituzioni: 

r, S', FF 



T, 


5', 
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[R,, QX 


T, 


F, 


f 5' ) 
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S', 


FF' SI; 


i^uP^- 



Dei quattro gruppi ora scritti, il primo e l'ultimo stanno in G^^; 
inoltre l'ultimo appartiene al tipo XIV per m = 4 , eJ i primi tre ap- 
partengono al tipo XVIII per ;// 1= 2 , però essi non sono simili dentro 
il gruppo principale C_^. 

I divisori di grado 36 di questo gruppo si ottengono tutti molti- 
plicando R^^ od R[^ per un divisore di terzo grado di R\^ od R^^, op- 
pure moltiplicando due divisori di grado 6 appartenenti rispettivamente 
ai gruppi R^^ , R[^ . 

Se moltiplichiamo un divisore di grado 8 di R^^ per un divisore 
di grado 4 di R[^y otteniamo un gruppo di grado 52 contenuto in G^. 

Oltre ai divisori di grado 52 ottenuti nel modo ora detto, il gruppo 
principale contiene altri sei tipi di gruppi di tale grado : uno di questi 
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tipi è il tipo Gj, contenuto in G^gg e gli altri dnque sono generati dalle 
seguenti terne di sostituzioni: 

[ö; öj; 

n gruppo Gj^^ contiene gruppi ottaedrici e divisori di grado 24 che 
non sono gruppi ottaedrici. Quest^ultimi si ottengono moltiplicando R^^ 
per un divisore di grado 2 di i?^^ , o un divisore di grado 8 di R^^ per 
un divisore di grado 3 di R[^ , o un divisore di grado 6 di R^^ per un 
divisore di grado 4 di R\^ ; e, oltre ai tipi ottenuti nei detti modi, si hanno 
ancora altri tre tipi di divisori di grado 24 che non sono gruppi ottae- 
drici : essi sono generati dalle seguenti terne di sostituzioni : 

T, S;. SFF; [Qiöj; 

T, F, sFS'r, [ö;ar 

r, Fs:, SFs:-, [ZQ,l' 

I divisori oitaedrid del gruppo principale sono : quelli contenuti nel 
sottogruppo G^gg , i gruppi R^^ ed R[^ ed i gruppi ottaedrici del tipo 

R,. + E„FS'i [R'J: 

questi ultimi sono evidentemente in numero di 6, dei quali 3 s'intersecano 
secondo R^^ e gli altri 3 secondo R[^. 

Qui, tenendo presenti i vari tipi dì gruppi ottaedrici contenuti in 
G^^ ed il numero dei gruppi di ciascuno tipo, conviene osservare che 
un gruppo tetraedrico del tipo G,, appartiene ad un solo gruppo ottae- 
drico che è del tipo G,^ . Invece un gruppo tetraedrico del tipo G], ap- 
partiene a 3 gruppi ottaedrici che sono del tipo G*^; in fine, un grup- 
po tetraedrico del tipo R^^ appartiene a io gruppi ottaedrici dei quali 
uno è R^^ e gli altri 9 sono del tipo R[^. 

n gruppo Gj^^ contiene due tipi di divisori di grado 18: uno di 
questi tipi si ottiene moltiplicando un divisore di grado 6 di R^^ per 
un divisore di grado 3 di A',,, e l'altro tipo è generato dalle tre so- 
stituzioni : 

r, r, FFSS'i [Q^dli 

esso è un tipo Hessiano e sta nel sottogruppo G^^m 

JCmJ. Cire, Uatem, FaUrmo, t. XV (1901). — Stampftto 3 5 S^ftt ^ 
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Occupiamoci ora dei divisori di grado i6 del nostro gruppo prindpale. 

Alcuni di essi sono composti con due divisori di grado 8 di R^ ed 
^: si&tti gruppi di grado i6 appanengono a sei tipi diversi, due dei 
quali stanno nel sottogruppo G^gg e furono scritti a suo tempo (n® 29), 
e gli altri quattro tipi sono generati dalle seguenti terne di sostituzioni: 

5, 5,P, FS[ ; [Oso;], 

5, SJ\ FFS[ ) 

s, Fs;, 5.F5. [oso;];. 

5, FF\ S.F5; ) 
Altri divisori di grado 16 sono invece composti con un sottogruppo 
di grado 8 di i?,^ ed un sottogruppo di grado 4 di R[^ : siffatti divisori 
appartengono a dodici tipi diversi, dei quali due stanno nel sottogruppo 
G,^g e furono scritti a suo tempo (n** 29) e gli altri dieci tipi sono ge- 
nerati dalle seguenti terne di sostituzioni : 



5.. 


S'. 


ps; 


F, 


5'. 


F'S, 


s„ 


F', 


FS' 


F, 


S', 


S,S[ 


F, 


F', 


S,S' 



FS,, 


S', 


5.s; ] 


1 


FS„ 


F', 


S,S' 


• [Q.Q'X 


FS,, 


s; 


S,F' ] 


1 


FS„ 


S', 


S,S',F', 


[Ö.i'J. 


F, 


s; 


S,S',F'; 


[Q.P'X 



[ß,öjr; 



Finalmente, altri divisori di grado 16 del gruppo principale si ot- 
tengono moltiplicando un divisore di grado 8 di i?^^ per un divisore di 
grado 2 di R\^ , oppure moltiplicando un divisore di grado 4 di R^ per 
un divisore di grado 4 di R[^. 

I divisori di grado 12 del gruppo G^^^, prescindendo dai divisori 
tetraedrici che sono tutti contenuti nel suo sottogruppo G,^^ e dai divi- 
sori che risultano dal prodotto di un divisore di grado sei o quattro di 
R^^ per un divisore di grado due o tre di i?^^ ordinatamente, apparten- 
gono ad uno dei quattro tipi generati dalle seguenti terne di sostituâoni : 



r, 5', s F S', 

T, S', sfs;f'; [ß*p;], 

T, F, SFS'i {QeQ'Xi 

il primo e l^ultimo dei quattro tipi ora scritti appartengono al sottogruppo 



<^a88 di Gj^^ . 



I divisori di grado 9 sono, dentro il gruppo principale, tutti simili 
a quello generato dalle sostituzioni T, T'. 
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Scriviamo ancora i vari tipi di divisori di grado 8 di G^^^ . In primo 
luogo si hanno i divisori di grado 8 contenuti nei gruppi ottaedrici R^^ 
ed ^^, e quelli che si ottengono moltiplicando, ad esempio, un divi- 
sore di grado 4 di R^^ per un divisore di grado 2 di R[^ . Si hanno 
poi divisori di grado 8 composti con due sottogruppi di grado 8 di R^^ 
ed R'^: questi divisori appartengono ad uno dei due tipi generati dalle 
seguenti coppie di sostituzioni: 

S^S[, FF'; S,F, S[F'; [ßsöi],, 

ed il primo di essi sta in G^gg . 

Altri divisori di grado 8 di G^^^ sono composti con un sottogruppo 
di grado 8 di R^^ ed un sottogruppo di grado 4 di R[^ : questi divisori 
appartengono ad uno dei tre tipi generati dalle seguenti coppie di so- 
stituzioni : 

S,S[, FS'i S^F, FS'i S^S', FF'] [Q,Q:J,, 

e di essi l'ultimo appartiene al sottogruppo G,gg . 

Altri sei tipi di divisori di grado 8 sono composti con un sotto- 
gruppo di grado 8 di R^^ ed un sottogruppo di grado 2 di 1?^^: questi 
sono definiti dalle seguenti coppie di sostituzioni: 

SJ, FF; 5,F, FS' [Q.P^, 

S., FS'; S., FF' ) '^^*^-'' 

e di essi soltanto l'ultimo tipo appartiene a G,gg . 

Finalmente si hanno altri dieci tipi di divisori di grado 8 composti 
con due sottogruppi di grado 4 di R^^ ed R'^^: questi tipi sono definiti 
dalle seguenti terne di sostituzioni : 

F, F', SS' [ß^ßj, 

S, S', S'.SJ \ 

[ß^ß;].; s. S', F'FS, [ [ß;pj, 

s, F, S'SJ ) 

s. S', FSj'S', [p^p:;\„ 

e di essi, i primi due tipi della prima colonna e l'ultimo tipo della se- 
conda colonna stanno in G^^. 

In ultimo luogo, facciamo menzione dei divisori di grado 6 di G^^i 
una parte di essi sono contenuti nei gruppi R ' 
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dal prodotto di un divisore di terzo grado di R^^ od R\^ per un divi- 
sore di secondo grado di R'^ od R^^, ed i rimanenti divisori di grado 
6 appartengono ad uno dei tre tipi generati dalle seguenti coppie di 
sostituzioni : 

TT\ FF'SS'; T, FFS; T, yFS. 

n primo di questi tre tipi è costituito di gruppi [Q^ Qeìé ^ 8^ ^^ 
due tipi sono formati di gruppi [ß«Pa]a> inoltre, i primi due tipi stan- 
no nel sottogruppo G^gg di G^^^. 

Noi tralasceremo di parlare dei divisori che sono dei gradi 4, 3, 2 a 
causa della loro estrenu semplicità; diremo invece i vari ordini, e per 
ogni ordine il numero, delle 288 collincazioni del nostro gruppo prin- 
cipale che stanno fuori del suo sottogruppo G^gg . Queste collineazioni sono : 

Le 12 omografie rigate involutorie contenute complessivamente nei 
due gruppi R^^ ed R[^ che stanno fuori di R^^ ed R\^, e le 12 omo- 
grafie rigate di quarto ordine contenute pure nei due gruppi suddetti ; 

Le 36 omografie di quarto ordine e di 3* specie e le 36 omografie 
rigate involutorie che si ottengono moltiplica iido, in tutti i modi posa- 
bili, un'operazione di secondo ordine di i?,, od R\^ per un'operaâone di 
R[^ od R^^ di quarto o di secondo ordine, scelta fuori di R\^ ed R^^; 

Le 96 omografie di sesto ordine e di 3' specie che si ottengono 
moltiplicando, in tutti i modi possibili, un'operazione di terzo ordine di 
U,, od R\^ per un'operazione di secondo ordine di R'^^ od R^^ scelta 
fuori di R[^ ed i?„; 

Le 96 omografie di dodicesimo ordine e di 5* specie che si otten- 
gono moltiplicando, in tutte le maniere, un'operazione di terzo ordine di 
R^^ od R[^ per un'operazione di quarto ordine di R[^ od R^. 

Terminiamo il presente paragrafo col mettere in rilievo un fatto che 
ci occorrerà in seguito di richiamare. 

Il gruppo Gj^g contiene, come già si è detto, un solo sottogruppo 
del tipo G^jjg, il quale ha (if 30) due soU divisori del tipo G^g. Ora, 
questi due divisori, come abbiamo osservato nel citato numero, non sono 
simili dentro il gruppo G^gg; invece sono simiU dentro il gruppo G ^, 
ed infatti l'uno si trasforma nell'altro mediante una qualunque delle due 
sostituzioni F,F\ Ciò porta per conseguenza che i 6 gruppi del tipo 
G^^, i 24 gruppi tetraedrici del tipo G,, ed i 24 gruppi otuedrid dd 
tipo G,^, che sono tutti contenuti nel sottogruppo G^gg, risultano simili 
tra loro deatro il gruppo principale G^^^ • 
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§ X. — J Gruppi del doppio icosaedro. 

52. In questo paragrafo ci occuperemo dei gruppi che si possono 
comporre con i due gruppi icosaedrid R^ ed R'^ . Il gruppo R^ è ge- 
nerato dalle sostituzioni (47) ed il gruppo R'^^ si può supporre generato 
delle sostituzioni : 

ÊlE=I\ ESÊ=S\ 

Cerchiamo, in primo luogo, i gruppi composti che provengono dagli 
isomorfismi oloedrici tra R^^ eJ R'^^. 

Un isomorfismo oloedrico tra R^^ ed R'^ è perfettamente determi- 
nato quando si assegnano le sostituzioni di R^^ , che corrispondono ordi- 
natamente alle due sostituzioni generatrici /' e J S' di i?^ . Intanto giac- 
ché le 1 5 operazioni di secondo ordine del gruppo R^ sono simili den- 
tro il gruppo stesso, possiamo limitarci a considerare soltanto gl'isomor- 
fismi, che fanno corrispondere all'operazioni di secondo ordine S' di R'^ 
una determinata operazione di secondo ordine, per esempio S, di^^^. 

Ciò posto, essendo come si può facilmente verificare, il prodotto 
ST una sostituzione di terzo ordine, bisogna scegliere l'operazione che 
corrisponde ad /' tra quelle operazioni di quinto ordine di R^ che, mol- 
tiplicate per 5, danno sostituzioni di terzo ordine come prodotto. Le ope- 
razioni di quinto ordine di R^^ che soddisfano a questa condizione so- 
no in numero di 8 e si scindono in due quaterne : le operazioni di una 
stessa quaterna si trasformano una in un'altra mediante le sostituzioni 
del sottogruppo quadrinomio a cui appartiene S. Dobbiamo quindi distin- 
guere due casi : o l'operazione di R^ che corrisponde ad /' appartiene alla 
quaterna dove sta /, oppure appartiene all'altra quaterna. 

Nel primo caso, trasformando, se occorre, il gruppo composto che 
allora si ottiene con una conveniente sostituzione dell'anzidetto gruppo 
quadrinomio, si può ritenere che l'operazione corrispondente ad /' sia pre- 
cisamente /. In tale ipotesi, il relativo gruppo composto è un gruppo 
icosaedrico che denoteremo con 

Questo gruppo si può generare mediante le seguenti due sosdcuaoni : 
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Nd secondo caso si ponga: 

allora, con un calcolo che non offre nessuna difficoltà, si trova che la 
sostituzione / è: 
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e che la sostituzione S/ è di terzo ordine. D'altronde la sostituzione di 
quinto ordine /, essendo una trasformata di 7\ non può essere, dentro 
il gruppo R^^y simile *) ad /, e quindi / appartiene alla quaterna dove 
non su /. Dunque, nel secondo caso, si può ritenere che / sia la so- 
stituzione di R^^ , che corrisponde alla sostituzione /' di R'^. In tale ipo- 
tesi il relativo gruppo composto con R^ ed i?^ è un gruppo icosaedrico 
che denotereaio con 

Questo gruppo si può generare mediante le seguenti due sostituzioni : 



^) I due isomorfismi, qui considerad, tra due gruppi icosaedrìd furono già stabiliti 
da Kleiw; Forks ungên üUr das Jkosa^icr, Leipzig, 1884. 
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I gruppi icosaedrici G"^ e G^ non sono simili, perchè, mentre il 
gruppo G^ lascia inalterato il piano che ha per equazione ^C^^o, nessun 
piano esiste che sia lasciato fermo dal gruppo G^^ . Noi non incontrere- 
mo in seguito altri gruppi icosaedrici, e perciò abbiamo nel nostro spa- 
zio tre, e non più, gruppi icosaedrici: R^^ G^^, G^^ di collineazioni 
reali *). H gruppo R^^ è tutto costituito di omografie rigate, G^ è costi- 
tuito di omografie di 2' specie e G^^ contiene omografie di 2' e 3' specie • 

Osserviamo ancora che il gruppo G^^ contiene l'operazione //', essendo 
/' la trasformata di / mediante la simmetria E. Infatti, l'isomorfismo che 
fa corrispondere alle operazioni S, / di R^ le operazioni S', /' di R'^ , 
fa corrispondere all'operazione (S/)'"V*(^/) ^^^* come è facile verifi- 
care, coincide con /, rop:ìrazione (5' /')~' /'* (S' /'), cioè /' : dunque il 
gruppo composto subordinato a questo isomorfismo contiene l'opera- 
zione //'. 

33. I gruppi R^^ ed R'^ non ammettono meriedrie d'indice mag- 
giore di I e quindi, oltre ai gruppi icosaedrici G^ e G^ , si può com- 
porre con R^^ ed R'^^ solamente il gruppo 

Questo gruppo di grado 3600 si può generare mediante le seguenti 
tre sostituzioni: 



^) Questi tre gruppi sono ordinatamente sanati ed numeri IV, I, II nel citato 
lavoro del signor Maschke: i due p ' -'«iniati coi numeri III» V 

sono gruppi essenzialmente imoi 
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I sottogruppi di grado massimo di G^^^ hanno l'indice 5 : essi si 
ottengono moltiplicando R^ per ogni sottogruppo tetraedrico di U^ e 
viceversa, e perciò sono in numero di io. Questi sottogruppi d'indice 5, 
cioè di grado 720, sono gruppi della 3* classe e noi li incontreremo nel 
paragrafo seguente. 

Gli altri sottogruppi di G^^^ appartenenti alla 3* classe sono com- 
posti con R^ ed 1?^ oppure con due divisori tetraedrici di ^^ ed jR^. 
Quelli composti con R^ ed R'^^ sono gruppi icosaedrici dei tipi G^ G^ e, 
di questi gruppi, il gruppo principale ne contiene 120, perchè 120 sono 
gl'isomorfismi che si possono stabilire tra R^ el R[^ . Infatti, noi possiamo 
scegliere in 15 modi diversi l'opei-azione di secondo ordine di i?^, che 
vogliamo far corrispondere ad una data operaziome di secondo ordine, 
per esemplo S', di R[^ , e dopo che si sia fatta una di queste scelte pos- 
siamo, come si è visto nel numero precedente, scegliere in otto modi 
diversi Tope/azione di quinto ordine di R^^y che vogliamo far corrispon- 
dere ad una operazione di quinto ordine di R'^^ convenientemente data, 
per esempio /'. È chiaro che di questi 120 sottogruppi icosaedrici, 60 
sono del tipo G^^ e 60 sono del tipo G^^ : i 60 sottogruppi appartenenti 
ad uno stesso tipo sono poi simili dentro il gruppo principale G^^^. 

I sottogruppi composti con due divisori tetraedrici di R^^ ed R'^ ap- 
partengono, come si è visto nel ^ Vili, ai tre tipi G^^^, G^, , G,, . I sot- 
togruppi del primo tipo si ottengono tutti moltiplicando ogni divisore te- 
traedrico di R^ per ogni divisore tetraedrico di R'^^^ : essi sono in nu- 
mero di 25 e sono simiU tra loro dentro il gruppo principale. I sotto- 
gruppi del secondo tipo sono in numero di 50, perchè ogni gruppo G,^^ con- 
tiene (n° 27) due sottogruppi del tipo G^^; però questi 50 sottogruppi 
si scindono in due serie di 25 sottogruppi ciascuna e quelli appartenenti 
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ad una stessa serie sono simili dentro il gruppo principale G^^^, men- 
tre non sono tali due gruppi G^g appartenenti a serie diverse. Finalmente, 
i sottogruppi tetraedrici del tipo G,, sono in numero di 600, perchè 
ogni gruppo G,^ .contiene, come si è visto, 24 divisori del tipo G,, : 
una metà di questi 600 sottogruppi tetraedrici stanno 5 a 5 nei 60 
sottogruppi icosaedrici del tipo G^^ e quelli dell'altra metà stanno 5 a 5 
nei 60 sottogruppi icosaedrici del tipo G^^; sicché i 600 divisori tetrae- 
drici anzidetti si scindono in due serie di 300 gruppi ciascuna e, mentre 
i divisori appartenenti ad una stessa serie sono simili tra loro dentro il 
gruppo principale, due divisori appartenenti a serie diverse, dentro questo 
gruppo, non sono mai simili. 

I sottogruppi di Gj^^ che appartengono alla i' od alla 2' classe 
sono assai numerosi ; noi menzioneremo i più importanti che sono : 

i) I sottogruppi dei tipi: 

[Azoici. [R^Q:]> [R^Q'J, 

che sono, ordinatamente, dei gradi 600, 360, 240. Il gruppo prindpale 
contiene 1 2 gruppi del primo dei tre tipi ora dem, 20 del secondo tipo 
e IO del terzo tipo. Sono pure notevoli i loro divisori d'indice 2 che 
appartengono ai tipi: 

[JieoP;\, [R^p;\, Ko^j- 

2) I sottogruppi dei tipi: 

ed i loro divisori d'indice 2 che sono dei tipi: 

[R„p;]> [R.,pi], [K.i^j. 

n gruppo principale G^^^ contiene 60 sottogruppi di grado 1 20 del 
tipo [Ä„ß',oi> 100 sottogruppi di grado 72 del tipo [R^^Q\] e 50 
sottogruppi di grado 48 del tipo [R^^ ßj . 

3) I sottogruppi dei tipi: 

[ß.oÖ;„], [QeZ], [Ö,ßJ, 
che sottogruppi doppiamenti diedri dei rispettivi gradi 100, 36, 16, ed 
i sottogruppi dei tipi: 

[ö.ofi;], [ö.oß;]. [äö;]. 

che sono gruppi dei rispettivi gradi 60, 40, 24. 

È utile osservare che i sottogruppi dei tipi 2) e 3), anzi tutti i sot- 
togruppi di Gj^j^ che sono di i* e di 2* classe, sono divisori dei grup- 
pi dei tipi i). 

Ami, Cirt, Malim, PmUrm^, u XT (ifO*' 
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Terminiamo lo studio del gruppo G,^ col £ire renumerazione delle 
varie specie di coUineazioni che lo costituiscono. Queste collineazioni, ol- 
tre all'identità, sono: 

i) 255 omografie rigate in volutone, cioè: le 15 omografie rigate 
involutorie di i?^, le 15 omografie rigate in volutone di -R^ e le 225 
di tali omografie che provengono dai prodotti di ognuna delle prime 15 
per ognuna delle altre 1 5 ; 

2) 440 coUineazioni di terzo ordine, cioè : le 20 omografie rigate 
di terzo ordine contenute in R^^y le omografie simili contenute in R'^ e 
le 400 omografie di 2* specie che provengono dai prodotti delle prime 
per le seconde ; 

3) 624 coUineazioni di quinto ordine, cioè : le 24 omografie rigate 
di quinto ordine contenute in 1?,^, le 24 di R'^ e le 576 omografie di 
qumto ordine che provengono dai prodotti delle une per le altre: di 
queste ultime 576 omografie, una metà sono di 2' specie e l'altra metà 
sono di 3* specie ; 

4) 600 coUineazioni di sesto ordine, che si ottengono moltiplicando 
in tutti i modi un'omografia rigau involutoria di R^^ per un'omografia 
rigata di terzo ordine di R'^ , e viceversa ; 

5) 720 colUneazioni di decimo ordine, che si ottengono moltipli- 
cando in tutti i modi un'omografia rigata involutoria di R^^ per un'o- 
mografia rigata di quinto ordine di R^^y e viceversa; 

6) 960 coUineazioni di quindicesimo ordine, che sono i prodotti di 
ogni omografia rigata di terzo ordine di R^^^ per ogni omografia rigata 
di quinto ordine di R'^^y e viceversa. 

Le coUineazioni 4), 5) e 6) sono tutte di 3* specie. 

§ XI. — Ancora i gruppi della terza classe. 

34. Per esaurire i gruppi deUa terza classe noi dobbiamo ancora 
ricercare i gruppi composti con due gruppi di sostituzioni di 1* specie, 
che corrispondono ad effettivi poliedri regolari del nostro spazio che sia- 
no di nome diverso. 

Consideriamo in primo luogo il caso in cui i due gruppi compo- 
nenti siano R^^ ed R\^y cioè un gruppo tetraedrico ed un gruppo et- 
taedrico. 

n gruppo i?,, ammette una meriedria d'indice 12, che è la oloedrìa 
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del gruppo stesso, una meriedria d'indice 3, che corrisponde al suo di- 
visore quadrinomio ß^, e la meriedria d'indice i. Intanto il gruppo R'^^ 
non ammette né meriedrie d'indice 1 2 né meriedrie d'indice 3, e quindi 
l'unico gruppo, che si può comporre con R^^ ed R[^y è il gruppo: 

Questo nuovo gruppo di grado 288 si può generare mediante le 

tre sostituzioni : 

S F T T 
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ed é uno dei tre sottogruppi d'indice 2 del gruppo G^^ del n° 31. 

Il gruppo G*88 contiene un solo sottogruppo digrado 144, che é il 
gruppo G,^ del n® 27. Noi ci siamo occupati a suo tempo dei divisori 
contenuti in G,^; ora vogliamo menzionare soltanto i più importanti 
gruppi divisori di G'gg che stanno fuori del suo sottogruppo G,^^ : questi 
divisori appartengono ai due tipi : 

e sono perciò dei gradi 96, 72 : tutti gli altri divisori di G'gg che stan- 
no fuori di G , ed in particolare quelli rappresentati dai simboli : 

[r„p:], [q,z]> [ö,fi'j, 

sono contenuti come sottogruppi nei due tipi anzidetti. 

Il gruppo principale G^gg é costituito dall'identità e dalle seguenti 
collineazioni : 

1) 39 omografie rigate involutorie; 2) 16 omografie rigate di ter- 
zo ordine ed altre 64 omografie di terzo ordine non rigate ; 3) 6 omo- 
grafie rigate di quarto ordine ed altre 18 omografie di quarto ordine e 
di 3* specie ; 4) 96 omografie di sesto ordine e di 3^ specie } 5) 48 o* 
mografie di dodicesimo ordine e di 3^ specie. 

Supponiamo in secondo luogo che i due gruppi €fi^ 
^i» ^ ^^60^ ^^^ ^ gruppo tetraedrico ed « 
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n gruppo J?^ ammene soltanto una merìedria d'indice 60, che è 
la oloedria del gruppo stesso, e b merìedria d'indice i ; e perdo eoa 
i due gruppi i?,, ed R'^^ si può comporre un solo gruppo, che è: 

Questo gruppo di grado 720 è simile ad uno qualsivoglia dei io 
divisori d'indice 5 del gruppo G^^^ del precedente paragrafo, e a può 
generare mediante le s^;uenti tre sostituzioni : 

SS' T r 



(68) 









7( ^+^— ?,— O 
1< ^+ì,+^,+0 






n gruppo G^,o contiene un solo sottogruppo d'indice 3, doè di 
grado 240, che si può generare con le quattro sostituzioni S, S,, S*, /', e 
che è rappresentato da 

e cinque sottogruppi d'indice 5 simili tra loro dentro il gruppo princi- 
pale e simili al gruppo G,^^ del n° 27, che si ottengono moltiplicando 
R^^ per ciascuno dei cinque divisori tetraedrici di R[^. Tra i sottogrup- 
pi di G^,^, che stanno fuori di ognuno dei detti divisori del tipo G,^, il 
più importante è il precedente gruppo di grado 240, poi si hanno i sot- 
togruppi dei tipi : 

[P,ÄJ, [P,Rl], 

che sono rispettivamente dei gradi 180, 120, e quelli dei tipi: 

[R.M'J, [R,.Z], [R,.p:], 

che sono dei gradi 120, 72, 60. Finalmente, un'ultima categoria di di- 
visori di G^jQ, non contenuti in nessuno dei cinque anzidetti sottogrupiri 
di grado 144, è costituita dai divisori che si compongono con un sot- 
togruppo di iìj, ed un sottogruppo di R'^^ di uno dei gradi io, 6, 5. 
Le collineazioni di G^,^ everse dall'identica sono : 
x) 63 omografie rigate involutorìe ; 2) 28 omografie rigate di terzo 
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ordine ed altre 1 60 omografie di terzo ordine non rigate ; 3) 24 omo- 
grafie rigate di quinto ordine; 4) 180 omografie di sesto ordine e di 
3* specie; 5) 72 omografie di decimo ordine e di 3* specie; 6) 192 
omogra.fie di quindicesimo ordine e di 3* specie. 

Consideriamo in ultimo luogo il caso in cui i due gruppi compo- 
nenti siano R^^ ed R'^^y cioè un gruppo ottaedrico ed un gruppo ico- 
saedrico. 

Si vede subito come precedentemente che con R^^ ed R'^^ si può 
comporre un solo gruppo che è di grado 1440. Questo gruppo è : 

e si può generare mediante le seguenti tre sostituzioni: 

FS' T r 







n gruppo Gj^^Q contiene un solo divisore d'indice 2, che è il pre- 
cedente gruppo G^,^, e cinque divisori di grado 288 simili tra loro den- 
tro il gruppo principale e simili al gruppo G\^^ del presente paragrafo: 
questi divisori di grado 288 si ottengono moltiplicando R^^ per ciascuno 
dei cinque sottogruppi tetraedrici di iì^^. 

Oltre ai divisori anzidetti del tipo G'gg, i più importanti divisori 
di G,^^, che stanno fuori del suo sottogruppo G^,^, sono: 

i) i divisori dei tre dpi : 

che hanno, ordinatamente, i gradi 480, 360, ad i sottogruppi d'indice 2 
del primo tipo e d'indice 3 del secondo tipo; 
2) i divisori dei tre tipi: 

[RuQ:j, [A^fii]» [R^Q^» 

che sono dei gradi 240, 144, 96, ed i loro ^ 
tati dai simboli: 
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[RuPl]> [^M-p;]. [«mP.'I; 

3) i divisori dei quattro dpi : 

[QM'j, [QM'J, [o.g;j, [do:], 

che sono rispettivamente dei gradi 80, 60, 48, 36. 

Le coUineazioni del gruppo G^^^^ diverse dall'identità sono: 
i) 159 omografie rigate involutorie ; 2) 28 omografie rigate di ter- 
zo ordine ed altre 160 omografie di terzo ordine non rigate; 3) 6 o- 
mografie rigate di quarto ordine ed altre 90 omografie di quarto ordine 
e di 3* specie ; 4) 24 omografie rigate di quinto ordine ; j) 300 omo- 
grafie di sesto ordine; 6) 216 di decimo ordine; 7) 120 di dodicesimo 
ordine; 8) 192 di quindicesimo ordine; 9) 144 di ventesimo ordine. 
Le operazioni 5), 6), 7), 8) e 9) sono tutte di 3* specie. 

35. Nelb tabella che segue stanno scrìtti i tredici gruppi trovati 
in questi ultimi quattro paragrafi. Conservando le precedenti notazioni, 
noi scriveremo accanto ad ognuno dei detti gruppi le sostituzioni che 
bastano a generarlo. 

Gruppi della terza classe. 



XXI. 


G., = [R,X1, = IQAl (' +^2' + TT") 


(SS', TT) 


xxa. 


G,, = [R,X,l = [Qßl] ( I +Tr'+ ri") 


(5, s; TT) 


XXIII. 


G,,,^[R,X,] 


(55', r, T) 



XXIV. 


G., = [ V.J., ^ K.i?; J„ (I + FF) 


(rr, FF') 


XXV. 


G^^[R,A.l^i^,XM' + pn 


(S, TT, F F') 


XXVI. 


G,,,^[R,XJ,^[R,,R'Jii-\-FF') 


(r. T, FF') 


XXVII. 


G„*^[v;j 


iTT,F,F') 



xxvm. 


Gl^[R,Xolo^ii-\-ss'+...+ir-\-jj'-\-...) 


(55', //') 


XXIX. 


G*o^[Ä*oÄü.o^O + 55'+. ..+/;'+;/'+...) 


(55', //') 


XXX. 


G,,^^[R^R'J 


(55', /, /') 
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XXXI. 


g;,.sK,ä;j 


(SF, T, T) 


xxxn. 


('^«,^[R,2^'6o\ 


(S5', T, /') 


xxxra. 


G,^.^[KM 


(S'F, T, I') 



5 Xn.— 1 gruppi di rotazioni in ^^ e le corrispondenti 
divisioni delVipersfera. 

36. Abbiamo detto (n® i) che una sostituzione quaternaria ortogonale 
a coefficienti reali, che ha il modulo eguale all'unità, si può interpretare 
come una rotazione dello spazio euclideo 2^, a quattro dimensioni, che 
si esegue attorno al punto (o, o, o, o). 

Una tale rotazione trasforma in sé Tipersfera 

che ha il centro neU'origine ed il raggio eguale ad i. 

Dato un gruppo finito G di rotazioni attorno all'origine, si può, in 
infinite maniere, dividere la detta ipersfera in regioni tali che una di 
queste, che chiameremo rtgxont fondamentale, contenga soltanto un punto 
trasformato, mediante le operazioni di G, di ogni punto dell'ipersfera : 
le altre regioni sono poi le trasformate della regione fondamentale me- 
diante le rotazioni di G. Si può supporre, per maggiore chiarezza, che 
la regione fondamentale T sia semplicemente connessa, ma ciò non ha 
nulla di essenziale. 

La regione T è limitata da facce : ognuna di queste facce separa T 
da un'altra regione limitrofa a T. Una faccia di T è a sua volta limitata 
da spigoli : ciascuno di questi spigoli separa la faccia che si considera da 
un'altra faccia di T limitrofa alla prima. 

Potrebbe esistere una faccia di T che sia trasformata in sé da una 
operazione di secondo ordine del gruppo G ; in tal caso noi divideremo 
quella faccia in due facce in modo che ciascuna di queste è trasformata 
in si soltanto dall'operazione identica: allora T acquista un nuovo spi- 
golo tale che per esso passano due sole regioni. Fatta eccezione del caso 
ora detto, per uno spigolo di T passano più di due regioni. 

Per ogni spigolo di T si può supporre che il divisore di G, che lo 
trasforma in sé, trasformi in sé ogni suo punto ; perché, se ciò non av- 
venisse, si dividerebbe lo spigolo in più spigoli in modo che, per eia- 
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regione limitrofo a T che non sia la trasformata di T mediante qualche 
operazione del sottogruppo. Se le trasformate di F e di T, niediantc le 
operazioni del sottogruppo non esauriscono Tipersfera, tra queste trasfor- 
mate non si trovano tutte le re^oni limitrofe a F. Sia allora F^ una 
regione limitrofa a F che non sia una. delle trasformate anzidette e si 
continui a ragionare nel modo esposto : si arriverà finalmente ad esau- 
rire Tipcrsfera con le trasformate di F, F^ , F^ , . . . mediante le opera- 
zioni del sottogruppo. Allora noi sopprimeremo b faccia che separa F 
da F, , poi le facce che separano la regione F -j- F^ da F^ , . • . ed ot- 
terremo infine una regione che è la somma di più regioni rebtive al 
gruppo principale G, ed il numero di queste regioni è eguale all*mdice 
del sottogruppo che si considera rispetto a G. La regione cosi formata 
è una regione fondamentale corrispondente al sottogruppo, perchè le re- 
gioni, in cui essa si trasforma mediante le sostituzioni di questo, esauri- 
scono ripersfe:a in modo tale che ogni suo punto appartiene ad una 
sola regione. 

37. Se si considera un poliedro regolare dello spazio 2^ , inscrìtto 
nella nostra ipersfera, tutte le rotazioni che lo riportano sopra sé stesso 
costituiscono evidentemente un gruppo finito. Nello spazio 2^ esistono 
sei poliedri regolari *); ma, giacche dal punto di vista dei gruppi due 
poliedri reciproci sono una stessa cosa, essi si riducono soltanto a quattro, 
e noi vogliamo ritrovare i gruppi di rotazioni che corrispondono a questi 
quattro poliedri. 

Consideriamo in primo luogo il poliedro regolare che è limitato da 
5 tetraedri: esso ha 5 vertici, 10 spigoli e io facce. Consideriamo la 
retta che passa per l'origine delle coordinate e per il centro M di 
uno di questi tetraedri : tutte quelle rotazioni che trasformano in sé il 
poliedro e che si eseguono attorno ad OM^ portano sopra sé stesso il 
tetraedro di centro M e quindi costituiscono un sottogruppo, il quale 
lascia inalterato lo spazio a tre dimensioni in cui l'anzidetto tetraedro 
giace : si ha perciò un sottogruppo tetraedrico che è del tipo G^^ del 
n° 25. Questo sottogruppo ha Tindice 5 rispetto al gruppo principale. 



•) W. I. Stringham, Regular Figures in n-dimensionaì Space [American Journal 
of Mathematics, vol. Ill, pag. i e seg.]. — E. Cesàro, Fortne poliedriche regolari e 
semiregolari in tutti gli spa^L Milano, 1886. 
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perchè il tetraedro che abbiamo considerato può assumere cinque diverse 
posizioni, e perciò 12.5 = 60 è il grado del gruppo principale: questo 
è evidentemente un gruppo icosaedrico del tipo G^^ del n° 32. 

Per costruire la corrispondente divisione in regioni dell'ipersfera si 
può procedere come segue. Si congiungano, mediante segmenti di rette, 
il centro M di un tetraedro col centro N di una sua faccia, ed i punti 
M, N con due vertici P, j2 di quella faccia. Si ottiene cosi la regione 
tetraedrica MNPQ: noi divideremo ciascuna delle due facce MPQy 
NPQ ài questa regione in due parti mediante i segmenti che congiun- 
gono il punto medio L del lato PQ ai punti Af, N. Il tetraedro di 
centro M si compone di 12 di tali regioni e perciò si hanno comples- 
sivamente 60 regioni che sono le trasformate di una di esse mediante 
le 60 rotazioni del gruppo principale : projettando tutta la configurazione 
sopra Tipersfera dal suo centro si ha ima divisione dell'ipersfera in 
60 regioni corrispondente al gruppo anzidetto. La regione fondamentale 
è limitata da sei facce ed ha nove spigoli e cinque vertici. Le sei facce 
si dividono in tre coppie di facce conjugate, che sono : 

{MNP, MNQ), (JVLP, NLQ), {LMP, LMQ); 

i cinque vertici si dividono in 4 categorie : ciascuno dei tre vertici M, ^ 
Ny L costituisce per sé stesso una categoria, ed una quarta categoria è 
costìuiita dalla coppia di vertici (P, Q) ; finalmente, i nove spigoli si di- 
vidono in 6 categorie : tre di queste sono formate ciascima da uno dei 
tre spigoli MN, NL, LM, Q Iq altre tre categorie sono formate dalle 
seguenti coppie di spigoli: 

iMP,MQ% (NP, No), (LP,LQ). 

Per il vertice M passano 12 regioni, ciascuno dei vertici N, L ap- 
partiene a 6 regioni, e ciascuno dei vertici P, Q appartiene a 24 regioni ; 
ma le 24 regioni che passano, ad esempio, per P si scindono in due 
classi di 12 regioni ciascuna, ed ogni classe è trasformata in sé dal sotr 
togruppo tetraedrico che lascia fermo P. 

Tutta la configurazione sopra Tipersfera contiene 60 regioni, 180 
facce, ijo spigoli e 30 vertici: di questi 30 vertici, 5 appartengono alla 
categoria Af, io alla categoria AT, io alla cat^oria L e 5 alla categoria P. 

Consideriamo in secondo luogo il poliedro regolare che è limitato 
da 16 tetraedri: esso ha 8 vertici, 24 spigoli e 32 facce. Quelle rota- 
zioni che trasformano in sé questo poliedro, e che si eseguono attorno 
alla retta che unisce l'origine col centro M di uno dei suoi x6 te* 
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traedrì, formano un sottogruppo tetraedrico del tipo G^^, che porta 3 
tetraedro di centro M ed il suo opposto ciascuno sopra sé stesso e che 
ha Tindice i6 rispetto al gruppo principale. Questo gruppo è dunque del 
grado 12.16= 192 e contiene evidentemente soltanto 8 sottogruppi te- 
traedrici simili a quello anzidetto. 

I centri degli 8 tetraedri, che passano per uno stesso vertice dd 
nostro poliedro, sono i vertici di un cubo dello spazio ordinario, che è 
trasformato in sé da tutte quelle rotazioni del gruppo principale che si 
eseguono attorno alla retta che congi\mge l'origine a quel vertice del 
poliedro. Queste rotazioni costituiscono dunque un sottogruppo ottaedrico 
del gruppo principale e, giacche le rotazioni, che bsciano fermo un ver- 
tice del nostro poliedro, bsciano anche fermo il vertice opposto, di cui 
sottogruppi ettaedrici se ne hanno soltanto 4. Ognuno di questi divisori 
ettaedrici contiene un sottogruppo tetraedrico del tipo G,^ , ma i 4 sot- 
togruppi tetraedrici che cosi si ottengono sono, dentro il gruppo prin- 
cipale, ben distinti dagU otto sottogruppi tetraedrici dello stesso tipo di 
cui si è discorso avanti. 

II gruppo principale contiene complessivamente 12 divisori tetrae- 
drici del tipo G,3 , ma soltanto 4 di essi si estendono in gruppi ottae- 
drici, contenuti nel gruppo principale, che sono del tipo G^. 

Nel gruppo di cui ci occupiamo sta evidentemente l'operazione : 

(73) u; = -^.> ^', = — ^,> ^,' =— ^3> < = — ^4» 

e questa sostituzione, por b convenzione fatta nel n° 2, si ritiene eguale 
alla sostituzione identica: perciò il gruppo ora considerato di 192 rott- 
zioni si riduce ad un gruppo di 96 sostituzioni, che è precisamente il 
gruppo G^ del n° 29. 

Per costruire una divisione in regioni dell'ipersfera corrispondente 
al nostro gruppo, noi divideremo ognuno dei 16 tetraedri, che limitano 
il poliedro, in 12 regioni e, conservando le notazioni precedenti, una di 
queste regioni è MNPLQ. Le facce, gli spigoli ed i vertici di questa 
regione si dividono in categorie nello stesso modo come è stato spic^to 
precedentemente : il vertice M appartiene a 1 2 regioni, il vertice N z 6 
ed il vertice L ad 8 regioni ; i due vertici P Q Q appartengono ciascuno 
a 48 regioni e quelle che passano, ad esempio, per P si scindono in due 
cbssi, cbscuna delle quali è trasformata in sé dal sottogruppo ottaedrìco 
che bscb fermo P. 

Tutta b configurazione sopra l'ipersfera contiene compi 
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192 regioni, 3.192 facce, cioè 192 per ogni categoria, ed 80 vertici, dei 
quali: 16 sono punti M, 32 sono punti AT, 24 sono punti L ed 8 sono 
punti P. 

Prendiamo ora a considerare in terzo luogo il poliedro regolare li- 
mitato da 24 ottaedri : esso ha 24 vertici, 96 spigoli e 96 facce. Tra le 
rotazioni, che portano questo poliedro sopra sé stesso, consideriamo quelle 
che trasformano in sé uno dei suoi 24 ottaedri : esse costituiscono un 
sottogruppo ettaedrico che ha l'indice 24 rispetto al gruppo principale, 
il quale è perciò del grado 24.24 = 576. Un tale sottogruppo ettaedrico 
trasforma in sé un secondo ottaedro che è il simmetrico del primo ri- 
spetto all'origine: il gruppo principale contiene dunque 12 di questi sot* 
togruppi che sono simili dentro il gruppo stesso. 

Le rotazioni del gruppo principale, che lasciano inalterato un ver- 
tice del nostro poliedro, portano sopra sé stesso l'ottaedro dello spazio 
ordinario che ha per vertici i centri dei sei ottaedri che concorrono in 
quel vertice del poHedro ; le dette rotazioni costituiscono dunque un sot- 
togruppo ettaedrico. Di tali sottogruppi ettaedrici, il gruppo principale 
ne contiene 12 che sene, dentro questo gruppo, simili tra loro ma ben 
diversi dai 12 sottogruppi ettaedrici di cui abbiamo parlato prima, quan- 
tunque gli uni e gli altri siano del tipo G^^ del n° 28. 

Il gruppo principale contiene evidentemente l'operaziene (73) e 
questa sostituzione, per la convenzione del n° 2, non é ritenuta di- 
stinta dalla sostituzione identica, e perciò il gruppo che si considera, di 
576 rotazioni, si riduce ad un gruppo di sole 288 sostituzioni: esso è 
quelle di cui ci siamo occupati nel n° 30. 

Sia M il centro di uno dei 24 ottaedri che limitano il nostro po- 
liedro, N il centro di una faccia di questo ottaedro ; siano poi P, Q 
due vertici della detta faccia ed L il loro punte medie. I punti M, N, 
Ly P, Q seno i vertici di una regione MN PLQ: ognune degli ettaedri 
anzidetti si compone di 24 di tali regioni e perciò tutte il poliedro è 
limitato da 576 regioni, che seno le trasformate di MNPLQ mediante 
le 576 rotazioni del gruppo principale. 

Con le notazioni che abbiamo adottate, le facce, gli spigoli ed i ver- 
tici della resone fondamentale ora detta si scindono in categorie nel 
modo stesso come è stato spiegato precedentemente. Per il vertice M 
mmiio %A MDoai, 6 per ciascuno dei vertici N, L e 48 per ciascuno 

'* 48 r^oni che passanOi ad esempio, per P 
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si scindono in due classi, ognuna delle quali è trasformata in sé dalle 
rotazioni del sottogruppo ottaedrico che lascia fermo P. Tutta Li confi- 
gurazione conricne 24 vertici Af, 96 vertici N, 96 vertici L e 24 ver- 
tici P: per mezzo delle formole (71) e (72), od anche direttameute, si 
può poi calcolare il numero degli spigoli ed il numero delle facce. 

Consideriamo in ultimo luogo il poliedro che è limiuto da 600 
tetraedri: esso ha 120 vertici, 720 spigoli e 1200 facce. 

Si congiunga, come si è fatto precedentemente, l'origine O col 
centro M di uno di questi tetraedri e poi si pensino tutte le rotazioni 
che portano sopra se stesso il nostro poliedro e che si eseguono attorno 
alla congiungente OM: esse formano un gruppo tetraedrico che lascia 
inalterato il tetraedro di centro M ed ancora un secondo tetraedro che 
è il simmetrico del primo rispetto all'origine. Questo gruppo tetraedrico 
ha evidentemente l'indice 600 rispetto al gruppo principale, il quale è 
perciò del grado 12.600 = 7200. U gruppo principale possiede 300 di- 
visori tetraedrici simili tra loro dentro il gruppo stesso e ciascuno di essi 
è del tipo G,, del n° 25. 

I 600 tetraedri che limitano il nostro poliedro passano 20 a 20 per 
ciascun vertice di questo poliedro, ed i centri dei 20 tetraedri che con- 
corrono in un medesim.o vertice sono i vertici di un dodecaedro dello 
spazio ordinario, che e trasformato in su da un sottogruppo icosaedrico, 
che è quello formato dalle rotazioni del gruppo principale, che si ese- 
guono attorno alla retta che congiunge Torigine con quel vertice del po- 
liedro. Il gruppo principale possiede soltanto 60 di tali sottogruppi ico- 
saedrlci : ciascuno di essi lascia fermi due vertici opposti del poliedro ed 
è del tipo Gl^ del n° 32. 

Anche qui noi dobbiamo osservare che l'operazione (73) sta nel 
nostro gruppo, e perciò questo si riduce, per la più volte menzionata 
convenzione, ad un gruppo di 3600 sostituzioni : esso è il gruppo G ^^ 
del n° 33. 

Per costruire, sopra l'ipersfera, una regione fondamentale corrispon- 
dente al gruppo di 7200 rotazioni di cui ci occupiamo, divideremo cia- 
scuno dei tetraedri che limitano il nostro poliedro in 12 regioni: con 
le notazioni precedenti una di queste regioni è MNPLQ, e la sua 
projezione sopra l'ipersfera, fatta dall'origine, è la regione fondamentale 
cercata. Le 6 facce, i 9 spigoli ed i 5 veraci di questa regione si divì- 
dono in categorie precisamente nel modo come è stato detto al principio 
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di questo numero. Per il vertice M passano 12 regioni, 6 per il vertice 
N Q IO per il vertice L; per ciascuno dei vertici P, Q passano 120 re- 
gioni, e quelle che passano, ad esempio, per P si scindono in due classi 
ognuna delle quali è trasformata in so dal sottogruppo icosaedrico che 
lascia fermo P. H numero complessivo dei vertici di tutte le regioni è 
di 2640, dei quali: 600 sono punti M, 1200 sono punti iV, 720 sono 
punti L e 120 sono punti P. 

Terminando il presente paragrafo, è interessante notare che la con- 
siderazione dei poliedri regolari dello spa2do a quattro dimensioni porta 
soltanto a quattro gruppi di rotazioni e, se si vuole, anche ai loro sotto- 
gruppi. Ma da tale considerazione sfuggono completamente, per non 
parlar d'altro, i gruppi G[^^ , G,^^^ del § XI ed il gruppo G^^^ del § IX. 

Ciò mostra abbastanza quanto la considerazione dei poliedri regolari 
degli iperspazi sia insufficiente per la ricerca dei gruppi finiti di rotazioni 
ivi esistenti, insufficienza che aumenta ancora più quando cresce il numero 
delle dimensioni dell'iperspazio. 

§ Xni. — I Chruppi di rotaztant estesi con simmetrie. 

38. Noi abbiamo esaurito, in modo completo, la ricerca dei gruppi 
finiti reali di sostituzioni quaternarie di modulo eguale ad i, ed ora ci 
proponiamo di ricercare i gruppi finiti reali, che contengono anche sosti- 
tuzioni quaternarie di modulo eguale a — i. 

Supponendo sempre che il gruppo che si vuole considerare sia ri- 
dotto sotto forma normale, in modo che le sue operaàoni lascino inal- 
terata la forma quadratica 

ad una sostituzione reale di modulo — i corrisponde una simmetria nello 
spazio a quattro dimensioni, nel senso largo che noi abbiamo attribuito 
a questa parola verso la fine del n** i. 

Sia G un gruppo finito di rotazioni e simmetrie. Le rotazioni con- 
tenute in G costituiscono un sottogruppo G, che ha evidentemente l'in- 
dice 2 rispetto al gruppo principale G : noi chiameremo questo gruppo 
un' cstcnsiotie di G mediante simmetrie. 

Se la simmetria C appartiene a G, il suo quadrato C* è uoa rea- 
zione di G ; in altri termini si ha: 

C*= I (mod G)* 
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Inoltre, giacché G è certamente un divisore normale di G, deve es- 
sere: 

C''GC= G. 

Le due relazioni ora scritte, che sono necessarie affinchè C appartenga a 
G, bastano anche per asserire che aggiungendo a G la simmetria C si- 
ottiene un gruppo G, che è un'estensione di G. 

Può darsi che uno stesso gruppo di rotazioni G si possa estendere 
con simmetrie in una o più maniere, ma non tutti i gruppi G sono su- 
scettibili di essere estesi con simmetrìe. 

Siano, come al § HI, 17 e F i due gruppi di operazioni di i' spe- 
cie, mediante i quali si compone il gruppo G. Il gruppo U lascia inal- 
terate, ciascuna singolarmente, le generatrici di un medesimo sistema della 
quadrica fondamentale, mentre V lascia inalterate le generatrici dell'altro 
sistema. La simmetria C di un gruppo G, qualunque essa sia, scambia tra 
loro i due sistemi dì generatrici della quadrica fondamentale, ed allora, 
giacché C deve trasformare in sé il gruppo G, essa trasforma U in F 
e reciprocamente. Dunque, affinché un gruppo di rotazioni G si possa 
estendere con simmetrie, é necessario, se non sufficiente, che i due gruppi 
17 e r siano oloedricamente isomorfi. 

Tutti i gruppi di rotazioni della 2* classe non si possono perciò esten- 
dere con simmetrie : noi possiamo soltanto tentare l'estensione di una 
parte dei gruppi della i* classe, cioè di quelli che sono doppiamente ci- 
clici o doppiamente diedri, e di una parte dei gruppi della 3* classe, cioè 
dei gruppi del doppio tetraedro, del doppio ottaedro e del doppio ico- 
saedro. 

DeU'estcnsione di queste categorie di gruppi ci occuperemo partico- 
larmente nei paragrafi che seguono; ma, prima di procedere a ciò, per 
quello che ci occorrerà in seguito di fare, conviene esaminare se due col- 
lineazioni dello spazio ordinario corrispondenti ordinatamente ad una 
simmetria e ad una rotazione dello spazio euclideo a quattro dimen- 
sioni ^^ possano risultare simili tra loro. 

Essendo C una simmetria qualsivoglia, possiamo sempre porre : 

C = EAB, 

dove A Q B sono due rotazioni di i' specie ed £ é la particolare sim- 
metria : 
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Allora, se denotiamo con B' ed A' ordinatamente le trasformate iìAcB 
mediante £, si ha: 

C* =A'A.B'B; 
quindi, giacché le due rotazioni di i' specie A* A t J5'J5,che sono evi- 
dentemente simili, hanno invarianti eguali, si deduce che C* è sempre 
una rotazione di 2* specie che, in particolare, si può ridurre all'identità. 
In quest'ultimo caso la sostituzione C è simile ad if , e la corrispon- 
dente collineazione è un'omologia involutoria, che non può risultare si- 
mile ad una collineazione corrispondente ad una rotazione di secondo 
ordine, perchè queste sono sempre simili ad omografie rigate. 

Supponiamo ora che C sia di secondo ordine. Allora essa ha due 
invarianti eguali a — i ed altri due eguali a -f- i, e perciò la sostitu- 
zione C ha due invarianti immaginari . che sono i e — i, perchè la C 
è a coefficienti reali, ed ha altri due invarianti reali che sono i e — i , 
perchè il modulo di C deve risultare eguale a — i. 

D'altra parte siano H t K' due sostituzioni di i' specie di diverso 
sistema che siano una di quarto e l'altra di secondo ordine ; allora, de- 
notando con Y) una delle radici primitive ottave dell'unità, è facile veri- 
ficare che gl'invarianti della sostituzione di quarto ordine e di 3* specie 
HK' sono: n, — n, n^, — n'e perciò coincidono, salvo il fattore 
comune yi, con gl'invarianti di C. Dunque la collineazione C è, nella 
presente ipotesi, simile alla collineazione HK\ 

Finalmente supponiamo che la sostituzione C abbia due invarianti 
immaginari coniugati e gli altri due invarianti eguali ad i. Allora ^ 
ha due invarianti immaginari coniugati diversi da 1 e —1, e gli altri due 
invarianti sono necessariamente i e — i. Dunque la collineazione rap- 
presentata da C può soltanto risultare simile ad una collineazione rap- 
presentata da una sostituzione di 3^ specie che abbia per invarianti 
e, s, i, — i, essendo e ed e due numeri immaginari coniugati: ciò si 
vede facilmente osservando che il quadrato di una collineazione simile a 
C deve avere, come C*, la caratteristica [(11) 11]. Intanto i quattro in- 
varianti ora scritti non possono differire da quelli di C per uno stesso 
fattore, perchè it ed it non sono mai due numeri coniugati; perciò, 
nella presente ipotesi, la coUinea^ ite aUa simmetria C 

non è mai simile ad una ^ rotazione. 

G)ncludeiido : tn 

Rmi. Gr$, Heim. Hkm 



958 0. B A 0MB t A. 



ordine e di 3' specie corrispondono a coUineazioni che, dentro il totak 
gruppo delle collineazioni, reali o no, dello spazio ordinario, sono simiK 
a collineazioni corrispondenti a simmetrìe. 

5 XIV. — Vestensione dei gruppi doppiamente ciclieL 

39. Noi ci proponiamo nel presente paragrafo di estendere, quando 
è possibile, ed in tutti i modi, i gruppi doppiamente ciclici, cioè i gruppi 
che sono composti con due gruppi ciclici dello stesso grado n e che, se- 
condo le notazioni introdotte nel § IV, sono rappresentati dai simboli 

Allora, l'operazione K' che serve a generare il gruppo PJ, definita dal- 
le (15'), coincide con la trasformata, mediante la più volte detta àm- 
metria £, dell'operazione generatrice i/ del gruppo P^ definita dalle (15); 
ptJr questa ragione scriveremo d'ora in poi H' in luogo di K' . 
Ciò posto, sia 

C = ÊAB 

una sinunetria appartenente ad un gruppo esteso di [P,PJ]p. L'opera- 
zione C deve, come già si è detto, trasformare l'uno nell'altro i gruppi 
P^, 1^, e siccome lo stesso effetto produce l'operazione £*, se ne deduce 
che la rotazione A B trasforma ciascuno dei detti gruppi in sé. Dunque 
AB trasforma l'operazione H in un'altra operazione di P^ , che ha gli stessi 
invarianti di if e che può .perciò essere o H od H'\ e trasforma H' 
in H' od in H'~\ Si potrebbe pensare che AB sia, ad esempio, per- 
mutabile con H e trasformi invece H' nella sua inversa : allora la tra- 
sformata B' A' di AB mediante E si comporta in modo inverso ri- 
spettò alle due operazioni if ed i/', e per conseguenza l'operazione 

C" = B'A'.AB 
ha per effetto di trasformare ordinatamente H e H* in H"^ e if"', e 
quindi ogni operazione di [P^ PJ]J nella sua inversa. Gò è impossibile se 
si suppone n >► 2, perchè C\ essendo un'operazione del gruppo Abe- 
liano [P^P'X> ^^^^ essere permutabile con ogni operazione di esso 
gruppo. 

Dunque, noi dobbiamo distinguere due casi: 

1° la rotazione AB è permutabile con H ed H': allora, giacché due 
operazioni di i* specie di diverso sistema sono sempre permutabili, àff^ 
risultare A permutabile con H, t B permutabile con H'; 
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2° la rotazione A B trasforma H ed H' nelle loro inverse : allora 
A trasforma H in H"^ e B trasforma H' in i/'"'. 

Secondo che ci troviamo nel primo o nel secondo caso, la C tra- 
sforma l'operazione H' H' del gruppo [?,?;]* in H"H od in H'''H-\ 
e perciò questo gruppo contiene sempre l'operazione HH'^. Allora deve 
essere, come si è osservato al n° 15 : 

fc* ^ I (mod. p) ; 

di modo che si possono estendere con simmetrie soltanto i gruppi 
[P^ P^]p per cui gl'indici p ed fc sono legati dalla ora scritta congruenza. 

Supponendo che questa sia verificata, incominciamo a sviluppare la 
analisi relativa al primo caso dove rientra anche il caso di « = 2. 

Osserviamo in primo luogo che, non ritenendo come distìnti due 
gruppi simili, possiamo, senza ledere la generalità, supporre che C sia 
della forma ììA^ dove A è una rotazione di prima specie permutabile 
con H. Infattì, essendo C = EAB, si trasformi con l'operazione 5~' 
il gruppo esteso che si suppone ottenuto aggiungendo C al gruppo 
[P^ PJ* . Quest'ultimo gruppo viene trasformato in sé, perchè B è, per 
ipotesi, permutabile con H' e quindi con ogni operazione di [P,P^]J: 
allora il gruppo esteso da noi considerato viene trasformato in un altro 
gruppo esteso di [P^PJ* che contiene la simmetria 

B CB-' = BÊA = ÏÏ{ÊBE.A). 

La quale è della forma voluta, perchè EBE è un'operazione di 
I* specie, che risulta permutabile con H ed appartiene al sistema delle A^ 
e quindi lo stesso può dirsi del prodotto E BE. A. 

Sia dunque C=^EA: allora, giacché l'operazione 

V = {ÊAE).A 

deve appartenere al gruppo [P„i^]!J e l'operazione £ -4 £ appartiene al 
sistema delle B , dev'essere A una potenza di H : supposto A = i/*, si 
deduce EAÊ = H'' e C' = WH'\ 

Si chiami X il più piccolo numero intero positivo tale che l'ope- 
razione (HH^y appartenga al gruppo [P^i'li]*. H numero X deve essere 
un divisore dei numeri v, p ed A -j- i> perchè le operazioni (HHy, 
H^H'^ appartengono al gruppo [P,PJ]p e vi appartiene pure l'operazione 
*"* • ^5^ çs^a multa dal prodotto di (üf*üf'/*' per una pò- 
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tenza di H^^ in virtù deUa congruenza 

t"^ I (modp). 
Se trasformiamo il nostro gruppo esteso mediante /f"*, il suo sotto- 
gruppo [P^P^]J viene trasformato in sé e la simmetria E IP à trasforma 
in £//*""^//'^; e siccome il gruppo trasformato contiene Toperazione 
{HH'Y^ ì ^-'sso contiene anche il prodotto 

Dunque i due gruppi estesi, che si ottengono aggiungendo al gruppo 
[PnKÌÌ* separatamente, le simmetrie EH"" ed EH^^^^ sono simili, e per- 
ciò, giacché V è un multiplo di \ possiamo ritenere v = o oppure v = 1. 
In conclusione, nel presente caso, due soli gruppi estesi di [P^ Pjj pos- 
sono essere distinti: essi si ottengono aggiungendo a questo separata- 
mente le due simmetrie £, EH^;mai due gruppi cosi ottenuti, come 
ora vedremo, non sono sempre distinti. 

Si noti anzitutto che X o 2 X è il massimo divisore comune dei due 
numeri fc -|- i e p. Infatti abbiamo già detto che X è un divisore comune 
dei detti numeri e perciò il massimo di questi divisori si otdene molti- 
plicando X per un divisore del quoziente -|-. D'altra pane, giacché 
l'operazione H^H'^ appartiene al gruppo [P,PJ]J, deve essere 

h'k^'k (mod p) , 
e perciò il numero y- divide /; — i. Dunque, il fattore per cui biso- 
gna moltiplicare X per ottenere il massimo divisore comune dei numeri 
/; -j- I , p è un divisore di /; -j- i ed fc — i e perciò può essere 102. 

Gò posto, noi faremo vedere che, se il massimo divisore comune 
di /; -j- I , p è X , i due gruppi estesi : 

(74) [p,p:Ui-\-^), [kp:Ui+ëh') 

risultano simili, e se il detto massimo divisore comune é 2 X, i menzio- 
nati gruppi non sono simili. 

Il secondo di questi gruppi, se contiene simmetrie di secondo ordine, 
risulta simile al primo. Infatti si vede facilmente che una tale simmetrìa 
deve essere del tipo 

ed allora il secondo gruppo é il trasformato del primo meditmc f 
razione üf~*. 
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Se invece nel secondo gruppo non si trovano simmetrie di secondo 
ordine, tra le sue collineazioni non si trovano omologie involutorie e per- 
ciò non può esso risultare simile al primo gruppo, perchè tra le colli- 
neazioni di questo si trovano omologie siffatte. 

Intanto qualsivoglia simmetria del secondo gruppo è, a meno di una 

operazione del suo sottogruppo [P^ P^], della forma hH^.H^^H'^y e 

T T 
per conseguenza la condizione necessaria e sufficiente, affinchè il gruppo 

ora detto contenga simmetrie di secondo ordine, equivale alla possibilità 

di determinare un intero k tale che si abbia : 

X + *(/;+ i) = o (modp). 

Ora questa determinazione è po:>sibile, o non è possibile, secondo che il 
massimo divisore comune dei numeri fc-j-i,pèXoè2X. 

Tutte le volte che p è impari, il detto massimo divisore comune è X, 
perchè allora p non è divisibile per il numero pari 2 X, e quindi i due 
gruppi (74) sono simili tra loro. Supponiamo ora p pari, e perciò /; im- 
pari, e si chiami 2 p. il massimo divisore comune dei numeri h — i, p. 
In conseguenza della sua definizione, X è il più piccolo numero intero 
positivo che verifica la congruenza 

h'k^'k (mod p) , 

e perciò si ha 2p.X = p. Dunque, quando il numero p è pari, è sempre 
divisibile per 2 X, ma il numero h -{- i è divisibile per 2 X, o non lo è, 
secondo che è verificata, o no, la congruenza : 

(75) fc* — I ^ (mod 2 p) . 
Infatti, se ha luogo la congruenza ora scritta, il prodotto (h — i) (Jb -|- i) 
è divisibile per 4(jlX = 2p e qumdi il prodotto . — ^^^ è divi- 
sibile per X = — ^ ; e, giacché il quoziente — ^ è primo col quoziente 

h — T h -4- I 

, risulta —^31 — divisibile per X. Reciprocamente, se ä -f- i è di- 
visibile per 2 X, la congruenza (75) ha luogo. 

In conclusione: qualsivoglia gruppo esteso di [P,P^]p che contiene 
simmetrie del tipo E AB, dove AB è una rotazione permutabile con 
ogni operazione di [P^P^'j^, è sempre simile ad uno dei due gruppi (74); 
inoltre, questi due gruppi non sono sempre distinti : sono dbtinti soltanto 
qoandOi insieme g p parv ft VâfifictU k congruenza (75). 
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40. Dobbiamo ora, nell'ipotesi di « > 2, ricercare i gruppi estesi di 
[•P«-^]© ^^^ contengono simmetrie del tipo E AB dove, in ordine ai due 
casi precedentemente considerati, AB è una rotazione, che trasforma cia- 
scuna delle due operazioni i/, H' nella sua inversa. 

A questo scopo, osserviamo che, se AB è ima rotazione siffatta, ed 
S, S' sono le due operazioni definite dalle (16) e (16') del § IV, la ro- 
tazione S'A BS risulta permutabile con H ed H\ Reciprocamente, se AB 
è permutabile con le operazioni if ed H\ la rotazione S'ABS trasforma 
le dette operazioni nelle loro inverse. 

Ciò posto, consideriamo un'estensione del gruppo [P^ P^f^^ ottenuta 
aggiungendo a questo gruppo una simmetria E AB tale che AB slz per- 
mutabile con H ed H\ e trasformiamo poi il gruppo esteso con la rota- 
zione 5. 

Si ha cosi un gruppo esteso di [P^PJJ che contiene la simmetria 

S.ÊAB.S = RS'ABS, 

per cui la rotazione S'ABS trasforma H ed H' nelle loro inverse; ed 
è chiaro che in questo modo si ottengono tutti i gruppi estesi di [P, Pjj 
che contengono simmetrie siffatte. 

D'altra parte, per l'analisi svolta nel n** 39, gli anzidetti gruppi estesi 
di [P,PJ]7* Sì riducono essenzialmente a due soli tipi, cioè 
(74') ' [P.P:]7\i-\-Ê), [P.P.V(i + £H^), 

dei quali l'ultimo si deve considerare soltanto quando p è pari ed è inol- 
tre verificata la congruenza (75) : in tale caso 2 p. è il massimo divisore 
comune dei numeri i — h, p. Dunque, i gruppi estesi di [P^ PJ]* eoa 
simmetrie del tipo E AB, dove AB è una rotazione che trasforma H 
ed H' nelle loro inverse, si riducono soltanto a due tipi, cioè: 

[p.p:U' + ^^■'^' [p.pii' + ^s'ms). 

Per i valori i, 2 di p i gruppi (74') coincidono ordinatamente coi 
gruppi (74) : se invece è p > 2, i gruppi (74') non sono, come appresso 
vedremo, simili ai gruppi (74). 

In particolare, per p = 2, » = 2 si ha il gruppo 

che si può estendere con simmetrie in due modi diversi : aggiungendori 
la simmetria EH si ottiene un gruppo ciclico di quarto grado geoemo, 
dalle potenze di EH, aggiungendo invece h sinunetm £ ü oukM la 
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gruppo quadrinomio G^ , che è costituito dalle seguenti quattro opera- 
zioni: 

I HH' Ë ËHH' 



< = 


K, 


— ^. 


^t 


?:. 


k: = 


t. 


-l. 


^, 


\t 


< = 


^ 


^3 


^3 


-^, 


<= 


^4 


^4 


-=^4 


^4 



n gruppo di collineazioni rappresentato da G^ contiene omologie 
involutorie e perciò non è siinilc a nessuno dei gruppi Q^y G^ definiti 
ordinatamente dalle (15') e (21') del § IV. Abbiamo dunque nel nostro 
spazio tre gruppi quadrinomi reali di omografie: (2^, G^, G^: il primo 
non lascia fermo nessun tetraedro, il secondo ha un solo tetraedro unito 
e Tultimo gruppo ha infiniti tetraedri uniti, che hanno due vertici e due 
facce comuni, cioè i centri ed i piani delle due omologie in esso gruppo 
contenute. 

Se si fa p = I, « = 2, si ha il gruppo 

che si può estendere con simmetrie in una sola maniera, cioè aggiun- 
gendovi b simmetria E. Il gruppo esteso, che cosi si ottiene, rappre- 
senta un gruppo diedro di collineazioni costituito da tre omografie rigate 
involutorie, due omologie involutorie, due omografie di quarto ordine e 
dall'operazione identica. 

41. Vogliamo ora esaminare se possono aver luogo relazioni di si- 
militudine tra i gruppi (74) ed i gruppi di rotazioni della i* Classe, i 
quali sono cucci riassunti nella tabella che sta alla fine dd § V, 

I gruppi dì coUineazioiìì corrispondenti al tipo: 

non possono risultare sbilli a gruppi di rota2Ìcmi| perchè cssì contoigoiio 
omologie iiìvolutorie. 

I gruppi di collineazioni che 

non contei^gono omologie invotutoric, 
un siffiitto gruppo di coUja^Aidoni f JgiM l 
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In tale caso bisogna anzitutto, per Tanaliâ sviluppata alla fine 
del S Xin, che le simmetrie contenute m [i'.PJjCi + ÊH^) siano tutte 
di quarto ordine. Essendo: 

affiachè EH^ sia di quarto ordine, bisogna che 2 > sia un multiplo di «; 
d'altra parte si sa che aX è un divisore di p e quindi di w, sicché deve es- 
sere 2 X = n = p. Inoltre, essendo Ä -(- 1 un multiplo di 2 > , e perciò 
di n, possiamo ritenere b = — i, di modo che, dei gruppi che stiamo 
considerando, possono risultare simili a gruppi di rotazioni solamente 
quelli del tipo 

Si può subito verificare che le simmetrie contenute in un gruppo 
siffatto sono tutte di quarto ordine, dippiù il gruppo ciclico di operazioni 
di 2* specie [P^ ^;]^* possiede una sola operazione involutoria, che è 
H'^H'^f e quindi tutto il gruppo esteso ha una sola operazione invo- 
lutoria. 

Ora, passando in rassegna i varii tipi di gruppi scritti nella tabeUa 
anzidetta, e tenendo presenti le limitazioni dei numeri «, m che vi figu- 
rano, si vede subito che, ad eccezione dei gruppi I e III, tutti i rima- 
nenti hanno più d*una operazione involutoria, e perciò non possono ri- 
sultare simili al gruppo esteso che si considera. Il gruppo IH ha una bola 
operazione involutoria, soltanto quando n è impari ed m è pari; ma al- 
lora esso contiene operazioni di 3* specie di ordine maggiore di 4 : nel 
caso che questo gruppo potesse risultare simile al nostro gruppo esteso, 
dovrebbero siSatte operazioni trasformarsi in operazioni del gruppo 
[-^aX^Jl?» e ciò è assurdo, perchè tutte le operazioni di quest'ultimo 
gruppo sono di 2* specie. 

Resta finalmente a vedere se il menzionato gruppo esteso può es- 
sere simile ad un gruppo I : ciò non è nemmeno possibile per >> > i, 
perchè tutti i gruppi del t'po I sono Abeliani, mentre, per X > i, il 
gruppo estCbO non è tale. Invece, per >. = i il gruppo ciclico di quarto 
grado : _ _ 

[P,P:U^ + EH) ^ (I + HH'Xi + EH) 
risulta simile al gruppo 

[Pj:i^(i+H)(ii^HH-), 
perchè, come si è osservato alla fine del § XIII, sono simili le operazioni 
generatrici EH, H^H' dei due gruppi. 
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Da ciò che si è ora detto risulta che, se i gruppi ottenuti esten- 
dendo con simmetrie due gruppi doppiamente ciclici sono simili, debbono 
essere tali i due gruppi doppiamente ciclici stessi. 

Intanto, per l'analisi del § V, se ha luogo la relazione 

deve essere w' == fi, p' = p ; inoltre, giacché noi supponiamo attualmente 
che sia verificata la congruenza fc* ^ i (mod p) , si ha /;' = i: fc a meno 
di un multiplo di p. Dunque, possono soltanto risultare simili i gruppi 
che si ottengono estendendo con simmetrìe due gruppi tali che : 

I gruppi estesi di [P^Pi]j^ si trasformano nei gruppi estesi di [P^PI]^ 
mediante l'operazione S, e quindi possiamo limitarci a confrontare questi 
ultimi tra loro. Ora, ogni collineazione che trasformi uno dei due gruppi 

[P,P:Ui-^E), [P.KXii-^-ES'S) 

nell'altro, dovrebbe trasformare in sé il gruppo [P, PJJ ed anche, come 

si é visto nel n° 15, il suo particolare sottogruppo [P, P*. ]. Ma, a causa 

T J 
della relazione h*^i (mod p) , si ha che ogni simmetria del primo di 

questi due gruppi trasforma ciascuna operazione di [P, PJ]J nella sua po- 
tenza d'esponente &, a meno di un'operazione del menzionato sottogruppo; 
mentre ogni simmetria del secondo trasforma ciascuna delle dette ope- 
razioni nella sua potenza d'esponente — & , a meno di un'operazione 
dello stesso sottogruppo, e perciò, affinché i precedenti due gruppi estesi 
siano simili, é necessario che si abbia: 

h^ — h (mod p) . 

Or siccome & è per ipotesi un numero primo con p , questa congruenza 
può aver luogo per i valori i e 2 di p , nei quali casi i due gruppi con- 
siderati sono effettivamente simili. 

Alle medesime conclusioni si giunge considerando i due gruppi 

[P. PX d' + EH'), [P. PX (I + £S '//" S) . 

e si conclude che i quattro gruppi (74) e (74') sono, tutte le volte che 
i P> a» b Wo. 
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$ XV. — L'estensione dei gruppi doppiamentt diedri. 

42. In primo luogo cerchiamo di estendere con simmetrie, ed in 
tutti i modi possibili, quei gruppi doppiamente diedri che sono del opo : 

Riserbandoci di esaminare a parte il caso di n = 2, riteniamo ora 
n >• 2 ed osserviamo che, se 

C = ÊAB 

è una simmetria che serve ad estendere il gruppo ultimamente scritto, 
essa deve trasformare Tuno nell'altro i due gruppi diedri -Q,^, ßl.« 

Giacché lo stesso effetto produce £, si conclude che la rotazione i<J5 
deve trasformare in sé ciascuno dei due menzionati gruppi diedri, e sic- 
come si é supposto « > 2, l'operazione A B risulta permutabile con cia- 
scuno dei gruppi ciclici P^ , PJ contenuti rispettivamente in Q„ , Ö1« • 
Allora AB può essere: 

I® permutabile con H oà H* ^ oppure può trasformare H eà H' 
nelle loro inverse. In quest'ultima ipotesi, possiamo considerare in luogo 
di C b simmetria CSS' = EABSS'y che appartiene allo stesso gruppo 
esteso a cui appartiene C ed allora la rotazione AB SS' y che prende il 
posto di ^ 5 , risulta permutabile con H ed H' ; 

2° permutabile con H' e trasformare H nella sua inversa, od essere 
permutabile con H e trasformare //' nella sua inversa. Di queste due 
ipotesi, supponiamo sempre che si verifichi la prima, perchè qualora 
si verificasse la seconda, si considererebbe la simmetria CS 5' in luogo di C. 

Svolgiamo l'analisi che si riferisce al primo dei due casi suddetti, 
cioè supponiamo che AB sia permutabile con H ed //'. Allora la 
C trasforma l'operazione H^ H* del gruppo di rotazioni che si conside- 
ra nell'operazione H'^Hy b quale deve appartenere allo stesso gruppo, 
e perciò deve essere : 

/;* ^ I (mod p). 

Inoltre, giacché le operazioni A q B debbono risultare separatamente 
permutabili con //ed //' , che sono d'ordine maggiore di 2, le omo- 
grafie rigate rappresentate da A q B hanno i medesimi assi delle omo- 
grafie rigate H ed if' ordinatamente e differiscono da queste soltanto 
per gli argomenti. Allora le operazioni S, S ' trasformano rispettivamente 
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A, B nelle loro inverse, e quindi si trova : 

C-'.SS'.C = A-' SA.B" S' B = SS\A' B\ 

Questa trasformata di SS' mediante C deve appartenere, come 5S', 
al gruppo di rotazioni che stiamo considerando e perciò A*B^ è una o- 
perazione del gruppo [P. Pjj e gli ordini di A^ e B^ sono divisori di n. 

Si ha dunque 

A'* = I, 5'" = I, 

e per conseguenza, se if ed ifj denotano, come precedentemente, le 
operazioni d'ordine 2 w che si deducono da H ed H' cambiando nìn in, 
le operazioni A q B sono potenze di H^tàH[ rispettivamente. Ponendo : 

si ha 

e siccome l'operazione 

A'B' = H]^H['V' = H^H'^ 

appartiene, come si è detto, al gruppo [P.Pi]J, deve essere verificata 

la congruenza 

(76) \^\Lh (mod p). 

Qui conviene distinguere tre casi : 1° p impari; 2° p pari ed fc* — i un 
multiplo impari di p ; 3° p pari ed fc* — i un multiplo pari di p. 

Nel primo caso noi possiamo ritenere \l pari, perchè, se fosse (x. 
impari, si trasformerebbe tutto il gruppo esteso con l'operazione H'/i con 
ciò il gruppo [ß,^ o'j«]îp viene, come si vede facilmente, trasformato 
in sé, e la simmetria C si trasforma in EH^^Hl^^ , dove l'esponente 
(x.-|-p > che prende il posto di (x., è ora pari. Qò posto, H'^ è una po- 
tenza di H' e qumdi, moltiplicando C per una conveniente potenza del- 
l'operazione H^ H\ si può supporre (x. = o : allora, m virtù della (7^) 
risulta \ un multiplo di p. Aggiungiamo dippiù che \ risulterà un multi- 
plo pari di p, perchè la simmetria C , che nella presente ipotesi si riduce 
ad EH^ , ha per quadrato la rotazione H^H^*' , e siccome questa rotazio- 
ne deve appartenere al gruppo [P, Pjj , bisogna che X sia pari, mentre p 
si è supposto impari. Dunque Hj" è una potenza di ff^, ed il nostro 
gruppo esteso, giacché contiene la simmetria EH^, contiene anche la 
simmetria £. 

Supponiamo ora ' ripari di p. 

Essendo p f$* lumeri \ |a 
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sono, per la (76), entrambi pari od entrambi impari; ma quest'ultimo 
caso non può verificare. Infatti, giacché l'operazione 

deve appartenere a [P,/^]*, deve essere 

ossia 

(^ + vò—j^ — ° ("^^ p)> 

e, sostituendo per X il valore fornito dalla (76), si ha : 
fi (// — i) ^ o (mod 2p). 

Intanto &* — i è, per ipotesi, divbibile per p ma non per 2 p ; sicché 
(t, e perciò anche X, è un numero pari. 

Allora, come precedentemente abbiamo fatto, possiamo ridurre \l2, 
zero, e quindi il nostro gruppo esteso contiene la simmetria C = EH^ ^ 
dove X è un multiplo di p. Se \ risulta un multiplo pari di p, il detto 
gruppo contiene E. Se invece \ risulta un multiplo impari di p, noi tra- 
sformeremo tutto il gruppo esteso con l'operazione H^ H' : questa tra- 
sformazione non altera, come facilmente si vede, il gruppo di rotazioni 
[o«o'iJÌp> ^^ trasforma E H^ nella simmetria 

e, giacché il detto gruppo di rotazioni contiene l'operazione 

il gruppo esteso trasformato contiene il prodotto di questa operazione 
per la precedente simmetria, cioè EHl-^^^^-^K Ora l'esponente X -}- (h^ — i), 
che prende il posto di X , é un multiplo pari di p, perché X ed fc* — i 
sono, per ipotesi, multipli impari di p ; sicché il gruppo trasformato an- 
'zidetto contiene la simmetria E. 

In conclusione, se /;* — i é un muldplo di p, essendo p impari, 
oppure se, essendo p pari, /;* — i é un multiplo impari di p, tutu i 
gruppi estesi del gruppo [ß„ olJîp sono simili al gruppo 

(77) [ß„ Q'Jì, (^ + ^) - [^. p:t (.' + S5') (I + Ë), 

43. Finalmente supponiamo p pari ed fc* — i un multiplo pari di 
p , cioè supponiamo che sia verificata la congruenza (7;). 
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Un gruppo esteso di [ß,. Q^nìlp contiene, come si è detto, una 
simmetria tale che 

dove i numeri X, ji verificano la congruenza (76). Moltiplicando C 
per una conveniente potenza dell'operazione {H)H[y^ che appartiene al 
gruppo di rotazioni che vogliamo estendere, si può ridurre [x a zero o 
ad I ; poi, moltip.licando ancora per una conveniente potenza di W^ = W^ 
si può ridurre k differenza X — [x/;, che è un multiplo di p, a zero od 
a p . Dunque la simmetria C si può ridurre ad una delle seguenti forme : 

£, £//P, l'i/*//', ËH'^^H\ 

È facile verificare che aggiungendo al gruppo di rotazioni [J2j^ fiaJÌp 

una qualunque di queste simmetrie si ottiene eflfettivamente un gruppo 

esteso. Per esempio, si ha: 

1. ìli ìli. 

e questa operazione appartiene al nostro gruppo di rotazioni, perchè es- 
sendo h^ — I divisibile per 2 p , risulta: 

D'altra parte noi passiamo a dimostrare che i quattro gruppi estesi 
che cosi si ottengono, considerati due a due, non sonò simili, purché 
sia p > 2. 

Il primo dei quattro gruppi che qui si considerano è il gruppo (77), 
il secondo è: 

(78) [ß„ Q:»% Ci + ~EH^) ^ {P, P:1 (I + s S') (I + ËH^ 

ed in luogo dei rimanenti due noi possiamo considerare i loro trasfor- 
mati mediante l'operazione //'"': questi trasformati sono: 

\ [P,K]1(i + H'SS')(ìi+Eh'-^). 

Ora, nel precedente paragrafo si è visto che, quando è p >« 2, esi- 
stono due ben distmti tipi di gruppi estesi del gruppo doppiamente 
ciclico [P,P^]*: il primo tipo contiene simmetrie della forma £//'edil 
secondo tipo contiene simmetrie della forma ESIPS^. Due gruppi e- 
stesi appartenenti a tipi diversi non sono maisimiK 



che; : niTTThr: r. ; vgrnirTinir k amai ÔKiDeâ, due gpxpp, del primo 
ti^ s: pctsstmr riàurrr Timr aJ!*aiirc sohamD gnando i corr i spondciiri 
Bumsrr: > dificrkjonr psr uc TTHiripÌP dei mawsimo £vìsare camune 2 1 
de: Burner: r — i , * ; t âur gi uj i u : del srrancJD i^ si possono ridurre 
^UDC £.I!*:ûrrc sukamr ausndr : zorrispondtno numeri v differiscxmoper 
uc muopic Qel massimr divisarr r:JiTnimf 2 u den numeri h — i , p . 

Ci. pTsrmcssr.. osniunr àsz, Quairro iü m » | i l estesi anridftri condene 
trr diviscir: dlndkt 2. cb:: f'imgrsrvTìTip secondo il gruppo doppiamente 
ckiko *^-P, -P^J' : uno d: Quesf dirisar: t £ {Tiçpo completo di lota- 
2üun: ccmienurr ne! rrupp:- csiss? che si mok considerale, ed î rima- 
nenti ducr divi&ari sono due tsiinisinni del menzianaxo gru|^ doppia- 
xnmtt cickx, tol di vp:> diversa. Per rsrmpiD, i due gnqipì (79) con- 
tengono ardina'acnemr k segnmr coppk dì divìsali d'indice 2: 



* {P^KiU^EH ^ ), IP.P:Ì (I + £SH ' SO. 

Ora, se una coHineazÎDne esiste cht trasformi uno dei gnqipì (79) 
nt^Fatro, essa lascia nccessariamcnit insierair H gnçpo [P^ PJ^ , perchè 
ijucsio gruppo non è mai gmìÉf^ come in sc^nuxo sari ligorosamente 
dlmovrrato, ad un gruppo che connenc simmcnie, e perciò si trasfor- 
merà in un sonogrjppo di [P.P.]! ( i -f H SS') die, per l'analisi del 
n* Ij, de\e coincidere con \P^P\][i d:incue la supposta collineaaone 
dovrebbe trasformare ciascuno d:\-isore delia prima dcDe suddette coppie 
nel sottostante divisore dell'atra coppia, e quindi dovrebbe essere con- 
temporaneamente : 

— f ^ = o(mod2A), ^-J— _=o(mod2ft). 

Ciò è assurdo, perchè i primi membri delle congruenze ora scritte 
ti riducono entrambi a — ^, e questo numero dovrebbe essere divisibile 
per il Hiinimo comune m ukipb dei moduli 2)., 211, che è2>{iossiap. 

Anulogamente si dimostra che non sono simili i gruppi (77) e (78) 
che contengono, ordinatamente, le seguenti coppie di divisori d'indice 2: 

Confrontaiulo poi queste coppie di divisori con le coppie (80), si 
vede fubtto che i due gruppi (77) e (78) sono distinti dai gruppi (79)* 
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Per esempio il gruppo diedro di grado 8 
[ßs ßüs = (I + HH^ + if ^/f- + Wir^) (i + SS') 

si può estendere con simmetrie in quattro modi diversi in un gruppo 
di grado i6. Due gruppi estesi si ottengono aggiungendo al detto gruppo 
diedro, separatamente, le due simmetrie £", EH^y e gli altri due gruppi 
estesi sono simili a quelli che si ottengono aggiungendo al gruppo ciclico 
I, HH\ IPH'\ WH'' l'operazione H'SS' ed ancora l'una o l'altra 

delle due simmetrie EHy EHK 

Avendo supposto p pari, dobbiamo ancora confrontare i gruppi (77), 

(78) e (79) nell'ipotesi di p = 2. Allora bisogna tenere presente che un 
gruppo [P.P^Ij sì può estendere con simmetrie in due modi diversi: uri 
primo tipo di gruppi estesi si ottiene aggiungendo a [P^ P^]^ la simme- 
tria E od E S S'y ed un secondo tipo si ottiene aggiungendo la simmetria 
EH od ÊSHS'. 

La prima delle coppie (81) è, nel presente caso, formata da due 
gruppi del primo tipo e la seconda è formata da due gruppi del secondo 
tipo, e quindi i gruppi (77), (78), che contengono ordinatamente le dette 
coppie, restano distinti anche quando è p = 2. Però i due gruppi (79)> 
che contengono le coppie (8o), sono distinti dai precedenti ma risultano 
simili tra loro. Infatti, la prima delle coppie (80) è costituita da due 
gruppi estesi di [P,P^], di tipo diverso, e quindi il primo dei gruppi 

(79) non è simile a nessuno dei gruppi (77), (78); ma è facile verifi- 
care che, se esso si trasfornia con l'operazione 5, si ottiene il secondo 
dei gruppi (79). 

44. In ordine a ciò che si è detto al principio di questo paragrafo, 
dobbiamo ora considerare i gruppi estesi di [ß„ Q'inììp ^^e contengono 
simmetrie C = EABy per cui la rotazione AB risulti permutabile con 
H' e trasformi H in H~\ 

Allora C trasforma l'operazione H^ H' contenuta nel gruppo [P^ P^]* 
nell'operazione//'*//""', ed aflinchè questa appartenga allo stesso gruppo 
bisogna che sia 

V ^ — I (mod p). 

Inoltre, ragionando come nel n° 42, si trova che aflinchè la tra- 
sformata di 55' mediante C appartenga al gruppo [ß,^ ß^jjp , bisogna 
che C sia della forma ESH]H[^ dove \ (t sono due interi che veri- 
ficano la congruenza (7^). 



^71 G. B A N B K A. 



Ciò posto, distingueremo due casi: i* p impari; i* p pari. 

Nel secondo caso, b è necessariamente imparie perciò A*-j-i è un 
numero sempKcemente pari, sicché fc' -j-i risulta un multiplo impari dip. 

Ripetendo ora per i due casi anzidetti un ragionamento perfetta- 
mente analogo a quello che si è fatto per arrivare alla conclusione del 
n* 42, si dimostra che tutti i gruppi estesi che qui consideriamo risul- 
tano simili al gruppo esteso che si ottiene aggiungendo a [Ö,, ßi«]«> 
la simmetria £S, cioè al gruppo: 

m [^.^.].î(i + SS')(i+£S). 

Questo gruppo non è simile a nessuno dei quattro gruppi trovati 
prima nel presente paragrafo, perchè il quadrato di ogni simmetria, con- 
tenuta in uno qualsivoglia dei menzionati quattro gruppi, appartiene al 
sottogruppo [P, PJ]p, mentre il quadrato di ogni sinmietria del gruppo 
(82) sta fuori del detto sottogruppo: ora si è già detto che, se due 
gruppi estesi dì due gruppi doppiamente diedri sono simili, questi ulti- 
mi si corrispondono nella similitudine e, tenendo presente l'ipotesi di 
if>2, si corrispondono an:he i sottogruppi doppiamente ciclici in essi 
contenuti. 

Dall'altra parte, se è p > 2 , un gruppo [ßi, ßl Jìp > che è suscet- 
tibile di essere esteso con la simmetria £S, non si può estendere con 
simmetrie del tipo E H^ H[ ^ , perchè allora non possono i due numeri 
fc* -|- I ed /;' — I essere contemporaneamente muldpli di p ; mentre per 
p = i, 2 questa contraddizione non sussiste. 

Cosi il gruppo 

[a.ö;.L = [p«p:](i + ss'), 

che si ha per p =: i , si può estendere in due modi : una prima esten- 
sione si ottiene aggiungendovi la simmetria E ed un'altra estensione si 
ha aggiungendovi la simmetria E S. 
Il gruppo di rotazioni 

che si ha per p = 2 , si può estendere con simmetrie in quattro modi: 
tre gruppi estesi si ottengono aggiungendo al detto gruppo di rotazioni, 
separatamente, le simmetrie : 

Ey EHy ESf 

i quali gruppi rientrano ordinatamente nei gruppi (77), (78), (82) per 
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p = 2 , ed un quarto gruppo esteso risulta simile al gruppo che si ottiene 
aggiungendo a [P^PJ], le due operazioni H'5S', EH: questo gruppo 
rientra nel primo dei gruppi (79) ; d'altronde i due gruppi (79) sono, 
nel caso di p = 2 , simili tra loro. 

45. Noi dobbiamo ora esaminare a parte il caso di « = 2, che è 
stato escluso fin dal principio di questo paragrafo. 

Per w = 2 si hanno due gruppi [Q^ Q'Jip > secondo che è p = i 
oppure p = 2. 

Quando è p =2 si ha il gruppo quadrinomio 

e SC C è una simmetria che serve ad estendere il detto gruppo, due i- 
potesi sono possibili : o C è permutabile con ogni operazione di secon- 
do ordine di G , oppure C è permutabile con una sola di esse e scam- 
bia le altre due tra loro : ciò risulta evidente qualora si osservi che 
C è, in ogni caso, un'operazione di G^. 
Nella prima ipotesi, ponendo 

C = EJB, 
la rotazione AB risulta permutabile con ogni operazione di G^ e quinkli 
A eB debbono necessariamente appartenere ai gruppi quadrinomi 04 e Q\ 
rispettivamente. Allora, moltiplicando la simmetria C per una conveniente 
operazione di G^, essa può ridursi alla forma EA^ dove A è un'ope- 
razione di (2^ . Se yi = I il nostro gruppo esteso contiene la simmetria E 
e rientra nel gruppo (77) *per « = p z= 2 ; se invece A è un'operazione 
di secondo ordine, il nostro gruppo esteso, o un suo trasformato, con- 
tiene la simmetria ES e rientra nel gruppo (82) o, se si vuole, nel 
gruppo (78) il quale, per « = p = 2 , è simile al gruppo (82). 

Nella seconda ipotesi, giacché le operazioni di secondo ordine di 
G^ sono simili tra loro, possiamo supporre, senza ledere la generalità, 
che sia HH' permutabile con C ; inoltre , per maggiore semplicità, pos- 
siamo considerare in luogo di G^ il gruppo quadrinomio : 

I, HH\ HSS', H'S'S, 
che è simile a G^ dentro il gruppo di tutte le rotazioni. Allora, siccome 
la simmetria E produce sopra il gr ^'^^fetto voluto, se 

si pone 

Mmd, Cirt, àUtm, Muripf^ ' 
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la rotazione AB risulta permuubile con ogni operazione del detto grup- 
po e quindi si vede, ragionando come prima, che il gruppo esteso che 
consideriamo contiene una simmetria del tipo E A , dove A è una deUe 
quattro operazioni del gruppo 

I , H y HSf Sf 

che è uno dei gruppi componenti del gruppo quadrinomio scritto pri- 
ma. Ma affinchè il quadrato di £^ appartenga a questo gruppo qua- 
drinomio, bisogna ritenere soltanto A =^ i oppure A =^ H y ed a que- 
st'ultimo caso possiamo sempre ridurci trasformando, se occorre, tutto 
il gruppo esteso con Toperazione 5. Dunque il nostro gruppo esteso è 
simile al primo dei gruppi (79), quando vi si fa « = p = 2. 
Supponendo, in secondo luogo, p = i si ha il gruppo : 

e se e è una simmetria che serve ad estendere il detto gruppo, essa 
deve necessariamente trasformare in sé il gruppo [P, P^] , che è Tunico 
divisore d'indice 2 del gruppo [Q^ ßj, che sia doppiamente ciclico. Al- 
lora, ponendo 

C=EAB, 
la rotazione AB risulta permutabile con ogni operazione di [P.P^] e 
qumdi con H\ Inoltre B è, come A By permutabile col gruppo quadri- 
nomio Q'^y e perciò trasforma in s j ciascuna delle due operazioni 5* , iiT S 
o scambia queste operazioni tra loro : in ogni caso, si vede subito che 
B trasforma il grupipo [Q^ÖJ, »"i so. Dunque, trasformando tutto il 
gruppo esteso con J5~* , si può ridurre C alla forma E A ; poi dovendo 
(^EAy appartenere a [Q^ ö'Ja» si conclude che A deve essere un'ope- 
nizione del gruppo Q^. Se ò A =: i yHy û nostro gruppo esteso con- 
tiene la simmetria 7: e rientra nel gruppo (77) per w = 2 , p = i : 
se invece è A =: S y //S, il nostro gruppo esteso contiene b simmetria 
È S e rientra nel gruppo (82) per i detti valori di « e di p. 

46. Tenendo presente la tabella che sta alla fine del § V , oltre ai 
gruppi [Q^„ Q[„]^,o di cui ci siamo occupati, si hanno ancora altre tre 
categorie di gruppi doppiamente ciclici, che sono suscettibili di essere e- 
stesi con simmetrie : queste categorie di gruppi sono rappresentate dai tipi : 

[o,„ô;j; ^ [kp:ki + hs'Xx + h:s), 
[ß„o;j^[i',i':j(i + s)(i + 5'). 
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che rientrano ordinatamente nei tipi VII , Vili , X della menzionata 
tabella. In quanto ai gruppi che rientrano nel tipo VI, essi non sono 
suscettibili di essere estesi con simmetrie, perchè, se esistesse una sim- 
metria adatta ad estendere il gruppo di rotazioni : 

essa dovrebbe trasformare l'uno nell'altro i gruppi diedri Q^^, Q'^^ ed 
anche i gruppi ciclici P^^ , P[„ in questi gruppi diedri contenuti : ora, il 
detto gruppo di rotazioni contiene P[^ ma non contiene P^^ e perciò 
esso non è trasformato in sé dalla supposta simmetria. 

Consideriamo in primo luogo i gruppi di rotazioni del tipo [Q^^ Q^nì^^ 
Se C è una simmetria che serve ad estendere un gruppo siffatto, 
ponendo : __ 

C=ÊAB, 

la rotazione A B deve trasformare in se ciascuno dei gruppi ciclici P,, , 
P[^ contenuti ordinatamente nei gruppi diedri Q^^ , Q'^^ . Allora A B 
trasforma i/ in sé oppure in //"* , e lo stesso si dica per if' ; ma noi 
possiamo sempre sopporre che A B sh permutabile con le due operazio- 
ni H^ , H[ , perchè in caso contrario, prenderemmo m luogo di C il 
prodotto di C per una delle tre operazioni : 

HS', H'S, HH'SS\ 

che appartengono al gruppo di rotazioni che si vuole estendere. 

Ciò posto, le omografie rigate rappresentate da -4 e 5 hanno gli 
stessi assi delle omografie rigate if , i// ordinatamente e diflferiscono 
da queste soltanto per gli argomenti. Allora le operazioni S , 5' trasfor- 
mano rispettivamente A , B nelle loro inverse, e quindi si ha : 

Cr' .H H'SS\C = H H' . A^' SA . B-"SB = H H' SS' . A'B' . 

• • • • • • 

Questa trasformata di if H^ S S' mediante C deve appartenere al 
nostro gruppo di rotazioni e perciò A^ , B* sono potenze di if , if' 
ordinatamente, e si ha : 

^" = 1 , 5^« = I. 

Allora A , B sono potenze di H^, H[ e C è della forma EH^HJ^. 

Trasformando tutto il gruppo esteso con ü/"**, il che non altera 
il gruppo [04« ß4J4j si riduce C alla forma £if,^; poi, giacché l'ope- 
razione _ 

(EH^y =5 h:h;^ 
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deve appartenere al nostro gruppo di rotazioni, si vede che >. deve es- 
sere un numero pari, perchè il gruppo ora detto non contiene eviden- 
temente l'operazione H^H\ Ora, essendo X pari, il gruppo esteso con- 
tiene una simmetria che è il prodotto di E per una potenza di /f , e quin- 
di contiene E, perche H sta nel gruppo di rotazioni che si considera. 
Dunque, i gruppi estesi del gruppo [Q^ ß'J* sono simili al gruppo 
seguente : ^ 

(83) [o,.cj;(i + £). 

Consideriamo in secondo luogo il gruppo di rotazioni [ß,, ßl«] e 
sia C una simmetria appartenente ad un suo gruppo esteso. Ponendo 

C = ÊAB, 
b rotazione AB risulta permutabile con ciascuno dei gruppi diedri 
ßa« > Q\m y ^ perciò E è pure permutabile con questi gruppi. Allora, 
trasformando tutto il gruppo esteso con fi"' , il gruppo [ß^, ß',.] si 
trasforma in su e la simmetria C si riduce alla forma HA; poi, giacché 
b rotazione {EAy deve appartenere a [ß,^ ßlj> si vede subito che A 
è necessariamente un'operazione di ß^^. Dunque il gruppo esteso che 
contiene la simmetria E A contiene anche E e si conclude che ogni 
gruppo esteso del gruppo di rotazioni che qui consideriamo è simile 
al gruppo seguente : 

(84) [o„ö;.](i + £). 

È interessante il gruppo di grado 32 che si ha per « = 2 : questo 
gruppo è : 
(84O G3,^G,,(i+£). 

Il corrispondente gruppo di collineazioni contiene , oltre alle col- 
lineazioni dei gruppo G^^ , di cui abbiamo parbto alk fine del n° 14 , quat- 
tro omologie involutoric i cui centri e piani sono i vertici e le facce op- 
poste di un tetraedro, e dodici omografie di quarto ordine i cui qua- 
drati coincidono 4 a 4 con le 3 omografie rigate involutorie che hanno 
per assi le coppie di spigoli opposti del detto tetraedro : l'intero gruppo 
G^, lascia inalterata una superficie di Kummer che sia semplicemente te- 
traedroidale *). 

Considerbmo in ultimo luogo il gruppo di rotazioni [ß^ß^J*. 



•) S. Kantor, IJtber CcUineationsgrttppen an Kummer'schen Flächen [Amtftoui 
Journal of Mathematics, v. XIX (1897), pp. 86^1]. 
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Il ragionamento che abbiamo fatto per il gruppo [Q^^ Q\„]\ si può 
ripetere identicamente per il gruppo che ora si considera fino a con- 
cludere che ogni suo gruppo esteso contiene, o si può supporre che 
contenga, una simmetria del tipo E H\ Però noi dobbiamo qui distin- 
guere il caso di X pari del caso di \ impari, perchè il gruppo [Q^^ jS^^]^ 
contiene l'operazione //,/// e quindi Tuno o l'altro caso si può egual- 
mente presentare. Giacche l'operazione H^ = H appartiene al nostro 
gruppo di rotazioni, si può nel primo caso supporre >. = o e, nel se- 
condo caso, si può supporre X = i. 

Di modo che il gruppo [0^« Ö4„]i dà luogo a due tipi di gruppi 
estesi, che sono rappresentati dai seguenti due gruppi : 

I corrispondenti gruppi di collineazioni non sono mai simili, perchè, 
mentre quello corrispondente al primo contiene omologie involutorie, quel- 
lo corrispondente al secondo, evidentemente, non ne contiene. 

Segnaliamo in particolare modo il gruppo di grado ^4, che si ottiene 
dal primo dei gruppi (85) per w = 2. Giacché, come si è detto nel n° 29, 
il gruppo [ßg ßgj^ ^ simile al gruppo : 

dove F F' b l'operazione involutoria: 

segue che il menzionato gruppo di grado 6\ risulta simile al gruppo: 
(85') G,,^G.,(i+FF')(i + I). _ 

Questo gruppo contiene due sottogruppi del tipo G^, e lascia inalte- 
rata una superficie di Kummer che sia doppiamente ieiratdroidah. *) 

47. Dobbiamo ora ricercare le relazioni di similitudine che possono 
sussistere tra i gruppi estesi trovati in questo paragrafo, quelli del para- 
grafo precedente ed i gruppi di rotazioni della prima classe. 

Vediamo anzitutto se un gruppo * doppiamente diedro esteso con 
simmetrie può essere simile ad un gruppo del tipo I della tabella che 
sta alla fine del § V. La risposta à negativa. Infatti, se una tale relazio- 



^) Kamtor, L c 
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ne di similitudine esiste, il gruppo doppiamente diedro di rotazioni con- 
tenuto nel gruppo esteso che si considera deve risultare simile ad un 
gruppo del tipo I, perchò tutti i divisori di un gruppo del tipo ora detto 
rientrano nello stesso tipo : ora, affinchè ciò possa avvenire» per l'analisi 
svolta nel n^ 15, il menzionato gruppo di rotazioni deve essere un G^, 
e quindi il gruppo esteso potri essore uno dei tre gruppi di grado 8 
trovati nel n° 45. Tra i grappi di collineazioni che corrispondono a 
questi tre grappi di sostituzioni, due contengono omologie iavolutorìe, 
ed il terzo, cioè quello che rientra nel tipo (82) per ii=:p = 2, èco- 
sdtuito dall'identità, da tre omografie rigate involutorie e da quattro 
collineazioni di qaarto ordine e di 3* specie ; mentre, come subito si può 
verificare, nessuno dei gruppi di grado 8 che rientrano nel tipo I è co- 
stituito in siiTatto modo. 

Da quello che si è ora detto e dall'analisi del n° 41 risulta che nes- 
suno dei gruppi del tipo I è simile ad un gruppo che contenga sim- 
metrie , fatta eccezione per il gruppo [P^P^J, per cui si verifica la re- 
lazione : 

(i 4. //) (i + //.//') cv, (i 4. HH') (i + EH). 

Gò posto, i gruppi dei tipi II, III, IV, V della menzionata tabella 
ed i due tipi di gruppi incontrati nel § XIV, che sono i gruppi (74) , 
posseggono ciascuno un divisore d'indice 2 che rientra nel tipo I : questo 
divisore, per quello che si è ultimamente detto, non è simile ad un grup- 
po contenente simmetrie a meno che non sia un gruppo [P^P^]^ 9 e non 
è simile ad un grappo doppiamente diedro a meno che non sia un 
gruppo [P^ P[] . In ogni caso, si vede che, affinchè uno dei predetti tipi 
di gruppi possa risultare simile ad un gruppo doppiamente diedro esteso 
con simmetrie, bisogna che questo possegga un divisore d'indice 2 e di 
grado 4, cioè che esso sia un grappo esteso di un gruppo G^ . 

Passiamo dunque in rassegna i tre gruppi di grado 8 trovati nel 
n^ 45. 

Il gruppo 

che si ha dal gruppo (77) per n = p = 2 , è Abeliano ed ha tutte le 
sue operazioni, ad eccezione dell'identità, di ordine 2. Questo gruppo 
non è simile a nessuno dei gruppi appartenenti ai tipi II , III , IV e V, 
perchè il gruppo di collineazioni che esso rappresenta contiene omologie 
involutorie. Si potrebbe però sospettare che il detto gruppo di grado 8 
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possa risultare simile ad uno dei gruppi trovati nel § XIV : ciò si esclude 
subito, perchè, tra questi gruppi, quelli che risultano di grado 8, sono 
estensioni del gruppo [P^ P J^ , oppure estensioni del gruppo [P, P^'] : 
i primi contengono operazioni di quarto ordine e di 2* specie, ed i se- 
condi, che si riducono all'unico tipo : 

[p,p;](i + E) 

contengono pure operazioni di quarto ordine. 

Il gruppo di grado 8 che si ha da uno dei gruppi (79) , per esem- 
pio dal primo, per n = p = 2, contiene, oltre all'identità, 3 omogra- 
fie rigate involutorie, 2 omologie involutorie e 2 coUineazioni di quarto 
ordine e di 3* specie : esso non è perciò simile né ad un gruppo ap- 
partenente ad uno dei tipi H, III, IV, V, né ad un gruppo esteso di 
[^4^J4> ma risulta invece simile al gruppo esteso di [P^P,]. 

Infatti, sia C, un'omografia rigata di quarto ordme tale che si abbia : 

C] = SS' . 

Questa omografia è, come il suo quadrato, permutabile con £ e viene 
evidentemente trasformata nella sua inversa da ciascuna delle due omo- 
grafie involutorie //, H'. Si ha quindi: 

C-'HC =HC'=HSS\ 

C-'H'C =H'C' = H'SS'. 

• « • 

Allora la collineazione Cß trasforma il gruppo [P, ?,*](! + £) nel 
gruppo : 

(i + HH' + H SS' + H'SS') (i + EH). 
Il gruppo di grado 8 che ci rimane a considerare, che è 

è costituito, come si è detto avanti, dall'identità, da tre omografie ri- 
gate involutorie e da quattro coUineazioni di 4® ordine e di 3* specie. 
Ora, dei gruppi di grado 8 che rientrano nei tipi H, IV, V, nessuno è 
costituito in siffatto modo, e, di quelli che rientrano nel tipo IH, dob-^ 
biamo considerare soltanto il gruppo : 

[p,p;](i + i/;s). 

Questo gruppo risulta effettivamente simile al gruppo esteso prece- 
dentemente scritto. Infatti, sia ora C un'omografia rigata di quarto or- 
dme tale che si abbia : 
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e sia 0. un'omologia pure di quarto ordine tale che il suo quadrato coin- 
cida con l'omologia involutoria £ definita nel n^ 16.È facile verificare che 
l'omologia 0. e permutabile col gruppo [P^P^] e trasforma Toperazione di 
quarto ordine //' S in F S; dunque 0. trasforma il gruppo [P, PJ (1+ H[S) 
in [P^P[] (i + E^S). Invece, l'omografia C è permutabile con Se tra- 
sforma il gruppo [P^ P^] in G^ e l'operazione £ in £. Dunque il prodotto 
0. C trasforma il gruppo [P,P',] (i + ITS) nel gruppo G^ (i + £S). 

Confrontiamo ancora i gruppi doppiamente diedri estesi con sim- 
metrie con i gruppi di rotazioni che rientrano nei tipi VI, VII, Vm, IX. 

Ciascuno di questi gruppi contiene un divbore d'indice 2 appartenente 
al tipo V ; ma, per l'analisi ora fatta, nessuno dei gruppi del tipo V è si- 
mile ad un gruppo contenente simmetrie, e perciò, se uno dei menzionati 
gruppi di rotazioni risultt simile ad un gruppo doppiamente diedro esteso, 
l'anzidetto divisore d'indice 2 deve trasformarsi nel gruppo di rotazioni 
contenuto nel gruppo esteso, e le rotazioni che stanno fuori di questo 
divisore si debbono trasformare nelle simmetrie del gruppo esteso : queste 
operazioni debbono quindi essere tutte di quarto ordine. 

Ora, dei gruppi appartenenti ai tipi VI, VII, Vili e IX, runico 
gruppo che soddisfa all'ultima condizione detu è il gruppo VII per 
n = m = 2, perche si può subito verificare che tutte le operazioni del 
gruppo di grado i 6 : 

[ö,s q:i = [p. p;] (I + H S') (I +h:s), 

che siano fuori del sottogruppo [P^P,'] (i -f- //.//.'5S'), sono di quano 
ordine. Questo gruppo di grado 16, giacche contiene il sottogruppo 
ora detto, può soltanto risultare simile ad uno dei gruppi di grado 16 
trovati nel n" 45. Il primo di essi, cioc quello che rientra nel gruppo 
(77) P^''* // = 2, p ^^ I, devo escludersi, perchè il corrispondente grup- 
po di collineazioiìi contiene omologie involutorie, e resta possibile la sola 
relazione : 

[P.P:] (1 + fJ.S') (I + Z/'S) - [P, P:1 (i + SS') (i + ËS), 

la quale effetti vamen te ha luogo. 

Siano, infatti, C ed 0^ le collineazioni di quarto ordine ultimamente 
definite, e trasformiamo il gruppo che sta a primo membro con la col- 
lineazione 0. C. lì facile verificare che 0, trasforma l'operazione involutoria 
HjrSS' in SS' e quindi trasforma il gruppo [P,P;](i + H^H^SS^) 
nel gruppo [P^ PJ (i -\- SS') ; mentre C trasforma quest'ultimo ^ 
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po in sè. D'altra parte, come si è già detto, l'operazione 0. C trasfor- 
ma l'operazione di quarto ordine HIS in £5, e perciò essa trasforma 
il primo nel secondo membro dell'ultima relazione scritta. 

48. Ci resta finalmente a confrontare tra loro i gruppi doppiamente 
diedri estesi con simmetrie. 

I gruppi che appartengono ad uno dei cinque tipi (77), (78), (82) 
e (79), giacché per ciascuno di essi il gruppo di rotazioni è del tipo V, 
non sono mai simili ai gruppi che appartengono ad uno dei quattro 
tipi (83), (84) e (85) ; e due gruppi che rientrano nei menzionati cin- 
que tipi potranno risultare simili soltanto quando siano simili i corrispon- 
denti gruppi di rotazioni. 

D'altra parte, per l'analisi svolta nel n® 17, si hanno in generale 
quattro gruppi del tipo V che sono simili al gruppo 

[Pn Pit (I + SS') ; 
perù nel nostro caso, giacché si suppone verificata una delle congruenze : 

Ä* ^ db I (mod p), 
questi quattro gruppi si riducono a due soltanto, che sono il gruppo ora 
scritto ed il gruppo seguente : 

I gruppi estesi del primo dei menzionati due gruppi sono simili ai 
gruppi estesi del secondo, perchè questi ultimi si ottengono evidentemente 
trasformando i primi con l'operazione S: ci riduciamo cosi a dovere 
confrontare tra loro i gruppi estesi di un medesimo gruppo di rotazioni 
del tipo V, il che è già stato fatto. 

Per quel che riguarda i gruppi che rientrano nei tipi (83), (84) e 
(85), due di essi, se sono simili, debbono avere simili i corrispondenti 
gruppi di rotazioni, perchè abbiamo visto che i gruppi di rotazioni ap- 
partenenti ai tipi Vni e IX della tabella più volte menzionata non ri- 
sultano mai simili a gruppi che contengono simmetrie. D'altra parte si è 
dimostrato nel n® 17 che un gruppo del tipo IX non è mai sunile ad 
un gruppo del tipo VII o del tipo Vili ; mentre i due gruppi : 

[PnP:](i+ H S') (I + ir. S), [P. p:] (I + S) (I + S'), 

che rientrano ordinatamente nei tipi VII ed Vili, sono shnili soltanto 
^ impari. 

m, t. XV (1901). — Stampato il 15 giugno 1901. 36 
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Dunque può aver luogo sohmente la rehiaone 

ra. 0;.]; (I + ^) ~ [Q„ Qj(i + ^ 

nciripotcsi di w impari, ed efFctrivamente, sotto questa ipotesi, il secon- 
do membro dcll:i relazione ora scritu e il trasformato del primo me- 
diante Li più volte deta omologia £ che e, per definizione, permu- 
ubile con /:. 

In ultimo luogo i due gruppi (85), che sono due estensioni di uno 
stesso gruppo del tipo IX, non sono, come si è detto alla fine del n** 4^, 
simili tra loro. 

Voglkimo ora riassumere in una tabeUa gli undici tipi di gruppi 
trovati in questo e nel precedente paragrafo, insieme alle rebzioni di si- 
militudine che intercedono tra essi gruppi e quelli della prima classe. 

Scriveremo prima i due tipi di gruppi del § XIV, che sono i grup- 
pi (74)» ^y P^-'r brevità, rappresenteremo coi simboli (p, Ä -}- i )>(?>* — i) 
i massimi divisori comuni diped h'\'i,edìfcdb — i ordinatamente. 
Invece, dei nove tipi di gruppi trovati in questo paragrafo, scriveremo 
prima i gruppi (77) ed (82), poi il primo dei gruppi (79), indi il gruppo 
(78) nei casi di n >• 2, perche per n = p = 2 questo gruppo risulta â- 
mile al gruppo (82) por gli stessi valori di w e di p; poi il secondo dei 
gruppi (79) nei casi di p > 2, perchè quando è p = 2 questo gruppo 
risulla .simile al primo dei gruppi (79). Finalmente scriveremo i gruppi 
(8 0» (84) ed (8j) nello stesso ordine in cui si sono incontrati nel 
n" 46. 

Gruppi doppiamente ciclid e doppiamente diedri estesi con simmetrìe 



XXXIV. 
XXXV. 



[PnP'nU'+E), h'^l (modp), p^ 



\PnKU' + I''H'), h^^l (m0d2p), 9^2,2X = (^,h- 



\i\ KVO + J:H^') -^ [i\ p:Ui + ES'ms), 2u. = (^,b-^ 



jP.K]-\i-\-f:)^[PJ':U' + hSSJ,(i + HH%i-]-E 
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XXXVI. 


[0„ß;.]Ui+£), h'^i (modp), f^. 


XXXVII. 


[Q,M'Mi-\-ES), h^^-i (modp), f^i 


xxxvni. 


[P^P'Xi'-ì-H'SS'Xi+EH'), h'^i (modap), f = ar 


XXXIX. 


[Q,M'Mi+EH^), h^^l (mod2p). f = 2r, n>2 


XL. 


[P,K];Ìi + H'SS'Xi + EH ' ), h'^i (mod2p),p = 2r,p>2 




[Q,n Q'.x (^ + ^) ^ [ß« ßur; (I + £) 


[ß» QiUi + ^i-) ^ [ö„ ß;.]r;(i + £5) 


[fi.ßa(i + £S) ^ [ß, ß;j;; G,(i + £5) - [P,Fj(i + h:s) 


[^.i^:i:(»+^'55')(i+£if ' )^[p,p:x\i-^H'ss'Xi-\.EH-n 


[i+ifif'+//'Sy+//S5'](i+£i/) c>^ [i-l-//+if'-j-ff//'](i-i-£) 


[PnPlUl + 5S')(I + £if ^ [P.P'nVf^' + 5S')(1 + ËH^) 


[^.i^:],:(i+^'55'Xi+i:iï ' )i^[p.p:j-*(i+H'ss'Xi+£if - 



XT.L 


[Q,M'JSi-\-Ë)^[KP:Ki-\-HS')(i + HSKi-\-E),n^2 


XLII. 


[ß.„ßü(i + ^)=[i'.i^:jo + 5)(i + 5')(i + i). »^^ 




[ß..ß;j;o + ^)-[ß«ß;j(i +£), «=^^+1 



xun. 



[ß..ß;j:(i + £)^[p,,p:.ui + 5)(i + soo + e), «^^ 



xuv. 



[ß,. ß;j;(i +£^.)=[i'„i'«L(i +5)(i +s')(i +£ifo, » ^2 



a84 



a BAGNERÀ. 



S XVI. — I Gruppi drlla terza classe estesi can sitnnietrie. 



49. Noi abbiamo trovato nel § Vili tutti i gruppi che si compon- 
gono con due gruppi tetraedrici R^^ , k\^ di operazioni di i* specie: 
essi si riducono ai tre tipi G,^, G^g, G,^^ definiti nel citato paragrafo. 
Ora ci proponiamo, in primo luogo, di estendere con simmetrie, ed in 
tutti i modi, ciascuno di questi gruppi. 

Sia 

C=ÊC 
una simmetria adatu ad estendere il gruppo G,, . Siccome la simmetrìa 
C è, come £, permutabile con G,, , si deduce che la rotazione C è an- 
che permutabile col detto gruppo; sicché, delle due operazioni di prima 
specie che compongono C , una sta necessariamente nel gruppo R^^ de- 
finito nel n° 21, e l'altra sta nel trasformato R[^. Dunque C appartiene 
al gruppo Gj^^ [^24*'aJ ^^^ ^ stato studiato nel n° 31. 

Ora, questo gruppo, come si è visto a suo tempo, contiene 24 
sottogruppi tetraedrici simili a G^^ , e perciò tutte le operazioni del 
gruppo principale che sono permutabili con G^^ costituiscono un gruppo 
di grado 576 : 24 := 24, che è evidentemente il gruppo ottaedrìco se- 
guente : 

G.,^G,,-\-FF'G,,, 
dove /•' è Topcrazione (44) ed F' denota la sua trasformato mediante £. 

Se C appartiene al gruppo G^^ , il gruppo esteso che si considera 
contiene la simmetria £, e se C appartiene alla classe laterale FF'G^^ 
il gruppo esteso contiene la simmetria EF f. 

D'altra parte ò evidente che aggiungendo a G,, la simmetria t si 
ottiene effettivamente un gruppo di grado 24, che denoteremo con G[ , 
il quale non è un gruppo ottaedrico. Il gruppo G\ si può generare 
mediante le seguenti due operazioni: 



(86) 





£55' 


TT 


<,= 


^. 


^ 


c= 


-^ 


^j 


<.= 


-^3 


^ 


<= 


-^4 


^4 
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e le 12 omografie di questo gruppo, che stanno fuori di G,,, sono 4 
omologie involutorie ed 8 collineazioni di sesto ordine i cui quadrati 
danno le 8 operazioni di terzo ordine di G,,. 

Aggiungendo invece a G,, la simmetria £ FF' si ottiene un gruppo, 
che denoteremo con G^^, che è evidentemente un gruppo ottaedrico; 
esso si può generare mediante le seguènti due operazioni: 

E FF' TT 



< = 


-^. 


t. 


< = 


^3 


^J 


<= 


l. 


^, 


c= 


-^4 


^4 



(87) 



Il gruppo di collineazioni rappresentato da G^^ contiene, fuori del 
suo sottogruppo Gjj , 6 omologie involutorie e 6 collineazioni di quarto 
ordine e di 3* specie, e quindi il gruppo G^^ non è simile a nessuno 
dei gruppi ottaedrici che si sono precedentemente incontrati nel presenfe 
lavoro. Dunque, nel nostro spazio esistono cinque gruppi ottaedrici di 
collineazioni, che abbiamo denotati coi simboli 

^2^9 -^24» ^24» ^24* ^^4' 

essi corrispondono ordinatamente ai gruppi ottaedrici segnati coi numeri 
V, IV, I, III, Il nel citato lavoro del sig. Maschke *). 



50. Consideriamo ora il gruppo G^g definito dalie (56) e sia 

C = ËC 

una simmetria appartenente ad un suo gruppo esteso. Ragionando come 
precedentemente si vede che la rotazione C appartiene al gruppo G^ 
ed è permutabile con G^g • ^^ gruppo G^^^ contiene due divisori del tipo 
G^8 ^ quali, come si è osservato alla fine del n. 31, sono tra loro simili 
dentro il gruppo principale, perciò tutte le operazioni di questo gruppo 
che sono permutabili con G^g costituiscono un sottogruppo di grado 288. 
Questo sottogruppo, che è evidentemente il gruppo definito dalle (jSi), 



^) Il sig. Maschke, nel lavoro ora ricordato, lasda i gruppi ottaedrid IV e V 
sotto forma immaginaria. 
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dccüinposco secondo le classi laterali del suo divisore nonnaie G^, si 
scrive nelb seguente maniera: 

('.» + TG^, + re,. + FFG^, + TFF'G^, + T'FF'G^,. 
Ora, se C appartiene a G^,, il grappo esteso che si considera con- 
tiene la sinìmetria E. Se C appartiene ad una delle cbssi bterali T G^^ , 
7'*G^j > P^-'^ esempio alla prima, il gruppo esteso contiene la sinimetrìa E T; 
allora, il suo trasfomuto mediante T contiene la simmetrìa 

T'-'{ET)T = Êrr' 

e quindi H. Dunque l'attuale ipotesi non porta a nuovi gruppi estesi 

Se la rotazione C appartiene alla classe laterale FF'G^, il gruppo 
esteso contiene Li simmetria ÈF F\ Finalmente, C non può appartenere 
a nessuna delle classi laterali TFF' G^^ , T^FF'G^^ , perchè, supponendo 
per esempio che C appartenga alla prrnia di esse, il gruppo esteso do- 
vrebbe contenere b simmetria ET FF': ciò è assurdo gbcchè il qua- 
drato di questa simmetria, che è 

(E TFFy = r. F IF = T T. TS^ , 

non e evidentemente un'operazione di G^g . 

In conclusione, il gruppo G^^ si può estendere con simmetrìe in 
due modi: un gruppo esteso che denoteremo con G^ , si ottiene ag- 
giungendo a G^^ h simmetria £", ed un secondo gruppo esteso, che 
denoteremo con G^, , si ottiene aggiungendo a G^g b simmetrb ii'FP . 

I due gruppi estesi G'^^ e G^^ , come risulta da ciò che sarà ora 
detto, non sono simili tra loro ne simili al gruppo G^ del n° 29. 

II gruppo G^ sì può generare mediante le seguenti tre operazioni: 

EFF TT S 





— \, 


^a 


~S 


1 
Ai 


^5 


^, 


^3 




^a 


^, 


~ \i 


< = 


-^4 


^4 





(88) 



perchè b trasformata di S medbnte EFF* è l'operazione 5', e questa 
e le operazioni 5, T V generano il gruppo G^g . 

Il gruppo G^ contiene tre divisori di grado 32 chf 
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gruppo Gjj definito dalla (84') e che s'intersecano secondo il gruppo 
G,^ contenuto in G^g . Uno di questi divisori si ottiene aggiungendo a 
Gjg l'operazione involutoria E FF' e gli altri due sono i suoi trasfor- 
mati mediante le operazioni TP, T^V^. 

Il gruppo G^^ contiene inoltre 12 divisori ottaedrici del tipo G^^ 
che sono estensioni dei 12 gruppi tetraedrici del tipo G^^ contenuti in 
^48 > ^ questi divisori si scindono in tre quaterne tali che i gruppi ot- 
taedrici di una stessa quaterna s'intersecano secondo uno dei gruppi 
quadrinomi (57), i quali, come facilmente si vede, sono tutti sottogruppi 
normali del gruppo principale. Due divisori ottaedrici appartenenti ad una 
stessa quaterna hanno in comune un gruppo diedro di grado 8 e sono 
simili dentro il gruppo principale; invece, due divisori ottaedrici appar- 
tenenti a quaterne diverse non sono simili dentro il gruppo ora detto 
ed hanno in comune un gruppo diedro di grado 6, 

Il gruppo di collineazioni rappresentato da G^^ contiene, fuori di 
G^^y 12 omologie involutorie che stanno 4 a 4 nei tre divisori digra- 
do 32, e contiene 36 collineazioni di quarto ordine che stanno 12 a 
12 nei divisori ora detti. Tutto il gruppo principale lascia inalterati tre 
tetraedri, che sono i tetraedri uniti del gruppi quadrmomi (57), e per- 
muta i tre tetraedri uniti dei gruppi quadrinomi (57')' î vertici e le 
faccie opposte di questi ultimi tetraedri sono i centri ed i piani delle I2 
omologie menzionate. 

Il gruppo G"^^ si può generare mediante le seguenti tre sostituzioni: 

S 5' ÊTT 



<x = 


-^4 


^4 


^2 


^2 = 


^^3 


^3 


^3 


^'3 = 


— l^ 


-^z 


l. 


^'4 = 


l. 


— l. 


-^4 
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Esso contiene 4 omologie involutorie: 

£, Ëss\ Ês^s;, Ës^s;, 

i cui centri e piani sono i vertici e le facce opposte del tetraedro unito 
dei gruppi quadrinomi (57), e contiene 12 collineazioni di 
ì quadrati coincidono quattro a quattro con le 3 ope- 
I del gruppo quadrinomio ora detto : le rima- 
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nenti 52 collineazioni di G^ che statino fuori di G^^ sono di sesto or- 
dine ed hanno come quadrati !e 52 operazioni di terzo ordine di G^^, 

Il gruppo principale G*^ ammette un solo divisore di grado 32 che 
è precisamente il gruppo (84% e quattro divisori del tipo G^^, che sono 
estensioni dei qutittro divisori tetraedrici di G^^, che s'intersecano secon- 
do il primo dei gruppi quadrinomi (57)- Questo gruppo quadrinomio 
è un sottogruppo normale del gruppo G^ ed Ìl suo tetraedro unico è 
il solo tetraedro che è lasciato inalterato dal gruppo principale. 

I gruppi G^^ e G*^^ sono stati incontrati dalsig. S. Kantor nel ci- 
tato lavoro : il primo di essi lascia inalterata una superficie di Kummer 
che sia tre volte tetraedroidale, ed il secondo lascia inalterata una su- 
perficie di Kummer che sia quattro volte tetraedroidale, ^ 

51. Consideriamo ora il gruppo G^^^ ^ [R,^ Ji\^% che è un divisore 
normale del gruppo G^^ più volte detto. Questo gruppo, decomposto 
secondo le classi Laterali di G^^^, si scrive nella seguente maniera: 

Sia ora EC una simmetria appanenente ad im gruppo esteso di 
Gj^^ : la rotazione C, che deve risultare permutabile con G,^^e perciò 
con R^^ ed R\jy sta in G^^^ oppure in una delle sue classi laterali 
anzidette» 

Se C sta in G,^^ , il gruppo esteso contiene la simmetria £, 

Se C sta nella cksse b tenie FF'G^^^^ il gruppo esteso contiene k 
simmetria EFF\ ed allora il suo trasformato medbnte F contiene la 
simmetria F .EF F\F=E: dunque l'attuale ipotesi non porta ad un nuo- 
vo gruppo esteso. 

Finalmente C non può appartenere a nessuna delle due classi k-l 
cerali FG^^^^ f G^^, giacché allora il gruppo t^steso dovrebbe conce- 
nere k simmetria E F oppure la simmetria EF*i ciò " t- 
che si ha : 

(£Fy = C£py = FF\ 

e Toperazione FF' non appartiene al gruppo G^^ 

In conclusione, il gruppo G,^^ si può estendere ce 
un solo modo, e l'unico gruppo esteso, che denoteremo 
tiene aggiungendo a G,^^ la sinimctria E. Questo i; 
essere generato dalle tre operazioni : 
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E 


SS' 


r 


k\ = 


\i 


^. 


Ü t, + ^> - Î, - î^) 


C = 


^ 


-^. 


-K— <. + ^. + î, — 


^i — 


It 


-î> 


-K ^. - <. + ^j - ^) 


^+ — 


-^4 


=^4 


vC Î. + 1. + ^j + O 
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11 gruppo G,^^ contiene (n° 27) due sottogruppi del tipo G^f^ : questi 
sottogruppi sono normali in G^g^ ; ma> dentro G^^jt , si comportano in 
modo diverso. Il gruppo G^^^ che contiene Toperazione di ter^o ordine 
TT\ appartiene a tre divisori di G^^^ che sono del tipo G' e che si ot- 
tengono aggiungendo al menzionato gruppo G^^ , separatamente, le tre 
simmetrie : 

E, ET, ET; 

in essi divisori stanno complessivamente 48. 3 := 144 simmetrie, cioè 
tutte le simmetrie di G^^j^ . Queste simmetrie sono dunque (n^ 50) : 
4, 3 =^ 12 omologie involutorie , 12. 3 ^=: 36 collineazioni di quarto or- 
dine e 32* 3 ^ 96 collineazioni di sesto ordine* 

Invece il gruppo G^g che contiene l'operazione di terzo ordine T' T* si 
estende in una sola maniera dentro G^^ in un gruppo del tipo G^g, il 
quale contiene tutte le 12 omologie e le 36 collineazioni di quarto or- 
dine ulcimamenre dette. 

D gruppo principale 5^^,^ possiede tre sottogruppi di grado 32, che 
stanno uno ad uno nei tre divisori del tipo G^ e che sono contempo* 
rancamente contenuti ncU'i^k^dmsore del tipo G^^^, che è perciò un 
divisore nonnale dr" 

Finalmente si oul^v. . . j^^^^^^^^^g^^ÊtÊ^^^ G^ ^ che s'm- 
tersecano quattro a qtn^^^^^^^^^^^^^^^^^laomi (57), sì 
in ab^^Bk^^^^^^^^^^^^^^^^^^^^Kpo quattro 
a quattro 
drici di G^^^ , 
quadrinomi (55 
Gj^ j i quali son 
gruppo pris 

Se ai 
si sarebb 
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52. Abbiamo trovato nel § IX tutti i gruppi che si compongono con 
due gruppi ottaedrici R^^, R[^ di operazioni di i* specie: essi si ridu- 
cono ai quattro dpi denotati con G^^ , G^ , G,gg , G^^^ . Ci proponia- 
mo ora, in secondo luogo, di estendere con simmetrie, ed in tutti i 
modi, ciascuno di questi gruppi. 

Se si considera uno qualunque degli ora detti quattro gruppi e si 
chiama E C una simmetria di un suo gruppo esteso, la rotazione C de- 
ve risultare permutabile con ciascuno dei due gruppi R^^ , R[^ : dunque, 
delle due operazioni di i* specie che compongono C, quella che appar- 
tiene al sistema delle A^ risulta permutabile col gruppo R^^ e per con- 
seguenza sta in questo gruppo, e quella che appartiene al sistema delle 
B sta nel gruppo R[^ ; sicchò la rotazione C appartiene sempre al grup- 

pò G,^ = [R., KJ- 

Ciò posto, consideriamo il gruppo G,^ definito dalle (59): allora 
la rotazione C deve risultare come E ed ËC permutabile con G,^. 

Intanto il gruppo G^^^ contiene 24 divisori che sono, dentro il 
gruppo stesso, i trasformati del di vbo re ottaedrico G,^ , e perciò le ope- 
razioni di Gjy^ , che sono permutabili col gruppo G^^ che si considera, 
appartengono necessariamente a questo gruppo. 

Dunque C sta in G^^ e quindi un gruppo esteso di G,^ contiene 
sempre la simmetria E, Risulta da ciò che si ha un solo gruppo esteso 
di G,^ , che e quello che si ottiene aggiungendo a G,^ la simmetria E. 
Questo gruppo, che denoteremo con G^g , si può generare mediante le 
tre sostituzioni : 





E 


FF 


TT 


l\ = 


-t, 


-l. 


K^ 


l,= 


-^, 


^j 


^) 


<= 


-^, 


^, 


l, 


<= 


^4 


^4 


^4 
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Il gruppo G^g contiene tre divisori d'indice 2 : uno di essi è G, e 
gli altri due sono due diverse estensioni con simmetrie : G\^ , G^ del 
gruppo tetraedrico G,, contenuto in G^^. In questi due ultimi divisori 
stanno complessivamente tutte le simmetrie di G^^ ; esse sono perciò 
(n° 49) ; 8 collineazioni di sesto ordine, 6 collineazioni di quarto ordì- 
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nee4-{-^=io omologie involuto rie. Una di ^queste omologie, pre- 
cisamente la £" , ha. come centro e piano il punto ed il piano che l'in- 
tero gruppo G^g lascia inalterati : le altre nove omologie hanno i cen- 
tri situati sopra questo piano ed i piani passano per il detto punto. 

53. Consideriamo ora il gruppo G^ definito dalle (^o). 

Il gruppo Gj^g contiene 6 trasformati di G^^, e per conseguenza 
il sottogruppo di Gj^^ costituito di tutte le operazioni che sono permu- 
tabili con G^^ coincide col gruppo G^^ . Allora, se £ C è una simmetria 
adatta ad estendere questo gruppo, la rotazione C sta in G^^ e quindi 
il gruppo esteso contiene la simmetria E. 

Dunque, si ha un solo gruppo esteso di G^^ , che denoteremo con 
G,^, , e che si ottiene aggiungendo a G^^ la sinmietria É; questo grup- 
po si può generare mediante le seguenti ìtq operazioni: 

ES TT FF' 



^'.= 


-?4 


^, 


-^. 


^'.= 


h 


^, 


^, 


^',= 


-^^ 


^. 


^, 


<= 


— ^. 


^4 


^4 



(92) 



Infatti moltiplicando l'inversa di £S , che è £5', per la trasformata 
di £5 mediante TV , che è £S, , si ottiene il prodotto 55, = S,, e 
le operazioni 5^ , ri', F f ' bastano a generare il gruppo G^ . 

I gruppo G,^j contiene tre divisori d'indice 2 che s'intersecano se- 
condo il sottogruppo G^jj di G^^ : uno di essi è lo stesso gruppo G^ e 
gli altri due sono due diverse estensioni con simmetrie : G^ , G^^ del- 
l'ora detto sottogruppo . In questi due ultimi divisori stanno complessiva- 
mente tutte lo simmetrie di G,^,, le quali sono perciò (n° 50): 32 coU 
lineazioni di sesto ordine, I2 -j- 36 = 48 coUineazioni di quarto ordine 
e4-f-i2 = i6 omologie mvolutorie. 

II gruppo G,^, contiene inoltre tre divisori di grado 64 che s'in- 
tersecano secondo il gruppo G^, definito dalle (84') : uno di questi divi- 
sori è il gruppo G^^ definito dalle (85') e gli altri due sono i suoi tra- 
sformati mediante le potenze di T T. Il gruppo G^^ possiede 7 sottogrup* 
~- ^\ grado 32: uno solo di essi, cioi G^, , è normale nel gruppo pria- 
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cipale G,^^ e sta in G*^ ; altri due sono : 

e sunno ordinaumente nei gruppi G^, G^; ed i rimanenti 4 sotto- 
gruppi di grado 32 sono: 

( G.(i + fF)(i+£), G,(i + FF)(i+£5.), 

^^^ l G,ii + S.f F) (I + £), G.(i + S,FF) (i + ES,), 

dove si è posto: 

G. s I + s + s' + SS' + s,s: + s,s: + s,s: + s.s;. 

I quattro divisori (n° 29) ottaedrici G,^ di G^ si trovano, nel gruppo 
prmcipale G,^, , estesi in quattro gruppi G^g , e perciò ciascuno dei sot- 
togruppi tetraedrici in essi divisori contenuti si trova esteso tanto in uà 
gruppo G^^ che in un gruppo G\^ ; invece, i rimanenti 8 sottogruppi 
tetraedrici (n° 29) del tipo G,, di G^ si trovano estesi, nel detto gruppo 
principale, soltanto in gruppi del tipo G,^ . 

Osserviamo ancora che tutte le collineazioni di G,^, lasciano inalte- 
rato un tetraedro, i cui vertici e le cui facce sono punti e piani uniti 
per tutte le operazioni di un gruppo di grado 8 che è: 

G,s(i + SS' + S.S; + S,SO(i+£). 

54. Cerchiamo di estendere con simmetrie il gruppo G^^g definito 
dalle (61), che è un divisore normale di G .. 

II gruppo Gj^6 decomposto secondo le classi laterali di G^^g si 
scrive: 

Ga88 + P ^188 > 

e perciò, se EC è una simmetria appanenente ad un gruppo esteso di 
G,8g , la rotazione C sta in G^gg oppure nella classe laterale F G^gg . 

Nel primo caso il gruppo esteso, che sarà allora denotato con 
^$76 > contiene la sinmietria E, e nel secondo caso il gruppo esteso, che 
denoteremo con Gj^^, contiene la simmetria Èf. 

Dunque il gruppo di rotazioni G^gg si può estendere con simmetrie 
in due modi: un primo gruppo esteso è G^^^ e si può generare me- 
diante le seguenn tre sostituzioni: 
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T 


fp 


£ 


l\= 


-7Ì ^. + t, - Î, - 


-^. 


Î. 


^a' = 


-K ^. + Î, + ^, - ^4) 


^l 


^', 


< = 


■K ^. - ^, + 1, - 


t. 


^3 


< = 


T< î. + ^, + î, + 


^4 


-^4 



(94) 



perchè si ottiene poi la sostituzione T' trasformando T con £. 

Un secondo gruppo esteso è G'^ e si può generare mediante le 
seguenti due sostituzioni : 

T ÊF 



(95) 



<= 


2 ( ^. + t. - t, - t,) 


^^( ^-^3) 


<.= 


-^ ^. + ^, + ^, — 


7|(-^.-o 


<.= 


^ Î. - t. + ^, - 


^ ^'-^ 


<= 


■\i ^. + ^, + ^, + 


^,-(-^. 



perchè il quadrato di £ F dà la sostituzione f f e la trasformata di T 
mediante £f è la sostituzione V. 

Il gruppo Gj^^ contiene tre divisori d'indice 2: uno di questi è 
^288 ^ g^ ^l^i ^11^ sono gruppi del tipo G^gg che non sono però simili 
dentro il gruppo principale. Questi due ultimi gruppi sono estensioni 
del gruppo divisore G,^ di G^gg e contengono complessivamente tutte 
le simmetrie di G^^; dunque (n® 51) le ora dette simmetrie sono: 
12 -j- 12 = 24 omologie involutorie, 36 -j- 36 = 72 coUineazioni di 
quarto ordine e 96 -j- 96 = 192 coUineazioni di sesto ordine. 

I tre divisori (n" 30) del tipo G^^ del gruppo G^gg che contengono 
uno stesso gruppo G^g si trovano estesi, dentro il gruppo principale 
Gj^^ , in tre gruppi del tipo G^^, i quali s'intersecano secondo un gruppo 
del tipo G^ . Quest'ultimo gruppo è un'estensione del gruppo G^g an- 
no, e le altre tre estensioni possibili dello stesso gruppo G^g, che 
1 tipo G^y stanno uno ad uno nei tre menzionati gruppi 
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G,^j . Osservando ora che i due divisori del tipo G^g di G,^ si com- 
portano in eguale modo dentro il gruppo principale G^^^ , si conclude 
che questo gruppo contiene : 6 sottogruppi del tipo G^^^ , 6 sottogruppi 
del tipo G'^ e 2 soli sottogruppi del tipo G^ . 

Il gruppo Gj^^ contiene 9 divisori di grado 64, che sono simili den- 
tro il gruppo principale e stanno tre a tre nei tre sottogruppi G,^, che 
contengono uno stesso gruppo del tipo G^ , come pure negli altri tre 
sottogruppi G^^^ che contengono l'altro gruppo del tipo ora detto. Ognimo 
dei divisori di grado 64 contiene, come si è detto nel n° 53, sette sot- 
togruppi di grado 32, e tutti i divisori di tale grado di G^^^ sono i tra- 
sformati dei sette sottogruppi contenuti, ad esempio, in G^^ . Il gruppo 
Gj, ha nove trasformati che stanno tutd in G^^ ; i gruppi del tipo G,, , 
cioè : 

G.,(i + £), G.,(i + £/"F), 
hanno, ciascuno, tre trasformati, e queste due terne di gruppi sono ri- 
spettivamente contenuti nei due divisori del tipo G^; finalmente, ognuno 
dei 4 gruppi (93) ha pure nove trasformati : gli ultimi due dei quattro 
gruppi ora detti rientrano nel tipo XLI della tabella che sta alla fine 
del § XV per n = 2, ed i primi due rientrano ordinatamente nei dpi 
XXXVI e XXXVII della tabella ora detta per w = 4, p = 2. 

I 24 divisori ottaedrici (n° 30) del tipo G,^ contenuti in G^g^ si 
trovano estesi, dentro il gruppo G.^^ , in altrettanti gruppi del tipo G^g , 
e ciascuno dei 24 divisori tetraedrici del tipo G,, contenuti in G,^^ si 
trova esteso, nel gruppo G^.^, tanto in un gruppo G^^ che in un gruppo G^. 

Osserviamo ancora che i gruppi Hessiani di grado 18 contenuti in 
G28H > ^he sono gruppi del tipo [Qo ßj, > si estendono, in G^^^ , in grup- 
pi di grado 36 che rientrano nel tipo XXXVI per w = 3 , p = i. Sic- 
come il gruppo Gj88 contiene, come è facile verificare, 16 divisori di 
grado 18 che sono simili tra loro dentro il gruppo stesso, risulta che 
Gj^^ contiene 16 divisori di grado 36 del menzionato tipo, il quale non 
è perù un tipo Hessiano. 

Per ciò che riguarda il gruppo definito dalle (95), cioè il gruppo 
Gj^^ , osserviamo che, per ogni simmetria £ C in esso contenuta, la ro- 
tazione C sta fuori del gruppo G,gg. Ora, dei divisori di G^^ che ap- 
partengono ai tipi : G,, , G,^ , G^g , G^ , G,^ , nessuno si estende^ co^ 
me abbiamo vistò, con simmetrie della forma suddetta, e pcròò^ m i 
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sottogruppi Gj^g non si trova nessuno dei tipi di gruppi estesi trovati nel 
presente paragrafo. 

Invece ciascuno dei 9 gruppi del tipo G^, contenuti in G^gg si e- 
stende, dentro il gruppo Gj^^ , in un gruppo di grado 64. Uno di questi 
gruppi di grado 64 è : 

G;, = G„(i+£F), 

e rientra nel tipo XLVI per n = 2 , e gli altri sono i suoi trasformati 
mediante le operazioni del gruppo generato da T, T\ 

Il gruppo Gl^ contiene tre sottogruppi di grado 32 : uno di questi 
è Gjj e gli altri due sono due ben diverse estensioni con simmetrie del 
gruppo di grado 16 : 

G«(i+fF), 

che si ottengono aggiungendo, separatamente, al gruppo ora detto le sim- 
metrie EFy E FS^ . È facile verificare che il primo di questi due grup- 
pi di grado 32 rientra nel tipo XXXVII e tutte le sue simmetrie sono 
collineazioni di quarto ordine ; mentre il secondo rientra nel tipo XXXIX 
e tutte le sue simmetrie sono collineazioni di ottavo ordine. 

Dunque le 32 simmetrie contenute in ciascuno dei 9 gruppi anzi- 
detti del tipo G^^ sono : 16 collineazioni di quarto ordine e 16 collinea- 
zioni di ottavo ordine. D'altra parte, le simmetrie contenute in uno di 
questi gruppi sono distinte da quelle contenute in un altro di essi, 
perchè due qualsivogUano dei detti 9 gruppi, tranne le operazioni di 
G,^ , non hanno evidentemente altre operazioni in comune, e perciò i 
gruppi del tipo G^^ contengono complessivamente 32.9 = 288 sim- 
metrie diverse, cioè tutte le collineazioni di G*^^ che stanno fuori del 
sottogruppo G^gg. Queste collineazioni sono dunque: 16.9 = 144 col- 
lineazioni di quarto ordine i cui quadrati coincidono 4 a 4 con le 36 
omografie rigate involutorie (n° 30) di G^gg non contenute in G^^, e 
16. 9 = 144 collineazioni di ottavo ordine i cui quadrati coincidono 4 
a 4 con le 36 omografie di quarto ordine e di 2* specie (n° 30) del 
gruppo G^gg. 

Tra i divisori di G*^^, che non sono contenuti nel suo sottogruppo 
G^gg , meritano di essere menzionati i gruppi di grado 3^ i quali sono 
tutti gruppi Hessiaoi. Sgg^g ^ ^^tq uno di questi gruppi. 

Si consideri il f 
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che è uno dei i6 gruppi Hessiani di grado i8 contenuti m G^^ , e vi 
si aggiunga una conveniente simmetrìa qual'è EFS: si ottiene cosi un 
gruppo di grado }6 che è evidentemente un tipo Hessiano: esso rien- 
tra nel gruppo XXXVII per« = 3,p=i. Ii6 gruppi di grado $6 
di cui si parla sono simili tra loro dentro il gruppo principale G'^ : cia- 
scuna simmetria di quarto ordine su in due, ed il suo quadrato sta in 
quattro dei detti gruppi. 



§ XVn. — Ancora i Chruppi esteH della terza Classe. 

55. I gruppi della terza classe che ci restano ad estendere con 
sinmietrie sono il gruppo G^^ del n** 31 ed i gruppi del doppio icosae- 
dro G\^ , G^^ , G^^^ trovati nel § X, perchè nessuno dei gruppi di ro- 
tazioni del S XI è suscettibile di essere esteso con sinmietrie. 

Consideriamo in primo luogo il gruppo di rotazioni G^^. 

Se £ C è una simmetria qualsivoglia appartenente ad un gruppo 
esteso di G^.^ , la rotazione C deve appartenere, come si è detto, al 
menzionato gruppo di rotazioni, e perciò il gruppo esteso contiene sem- 
pre la simmetria E. Si ha dunque un solo gruppo esteso di G^^ : que- 
sto gruppo *), che denoteremo con G„j, , si può generare con le tre 
sostituzioni : 

rr F E 



(96) 



l\= 


^, 


^j( ^^ ^^) 


l. 


c= 


^, 


^^( V 


Î. 


<= 


l. 


,/J( ^. 


^, 


<= 


^. 


^<- ^'+^') 


-^4 



perchè trasformando poi F mediante E si ottiene la sostituzione F' che 
(n° 31), insieme a TT' ed F , genera il gruppo G^^^. 



•) Cfr. J. Feder, Die Configuration (12^ , 16. ) und die zugehörige Gruppe von 
2304 CoUineationen und Correlaiionen [Mathematische Annalen, Bd. XLVII (189Q» 

pp. 375-407]. 
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Il gruppo esteso ora trovato possiede tre divisori d'indice 2 : uno 
di questi è G^^^ e gli altri due sono due diverse estensioni con simme- 
trie: Gç„^, G'j^g del sottogruppo G^g^ di G^^^. Questi due ultimi divi- 
sori contengono complessivamente tutte le simmetrie del gruppo prind- 
cipale G,, jj , e perciò (n° 54) le collineazioni del gruppo ora detto che stan- 
no fuori del divisore G^^^ sono : 24 omologie involutorie, 72 -f- 144 = 216 
collineazioni di quarto ordine, 192 collineazioni di sesto ordine e 144 
collineazioni di ottavo ordine. 

Per avere tutti i divisori di G^^, che contengono simmetrie, basta 
passare in rassegna i vari tipi dì di\âsori del gruppo G^^^ che si trovano 
scritti nel n** 31 e ritenere «quelli che sono suscettibili di essere estesi 
con simmetrie. Ritroviamo cosi tutti i tipi di gruppi incontrati nel pre- 
cedente paragrafo, i quali appartengono all'uno od all'altro dei menzio- 
nati gruppi Gj^g , G*^^ , ed ancora altri divisori che non stanno in nes- 
suno di questi gruppi. 

I più importanti di tali divisori sono quelli di grado 128 : essi 
sono in numero di 9 e si ottengono trasformando uno di essi, per 
esempio : __ _ 

G.„^G.,(i + F)(i+F)(i+JB), 

con le operazioni del gruppo di grado 9 generato da T e V. 

II gruppo G,^g rientra nel tipo XUV per « = 4, e contiene 7 sotto- 
gruppi di grado 64, dei quali uno è il gruppo di rotazioni 

che sta in G^^^ , ed i rimanenti 6 sono : 

( G3(i+FF)(i+5.)(i+£), G,(i + F)(i+F)(i+£); 
(97) G«(i+FF)(i + S.)(i+£F), G,(i+F)(i + F)(i+FF); 
( G,(i+FS.)(i+FS:)(i+£), G,(i+FS.)(i+F'S;)(i+FS.); 

dove Gg è, come precedentemente, definito come segue: 

G,= i -{- S-\. S' + SS' + S,S: -{- S^S:-{- S,S:-{- S,S[. 

Questi 7 sottogrumn s'intersecano secondo un divisore digrado 32 
che è Gg (i -|- r ^ ^a 9 trasformati dentro il grup- 

po principak. (97) sono gruppi del ti- 

Mmi, Of«. J 38 
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po G^^ definito nel n* 54, queUi della seconda sono gruppi del ripe G'^ 
ed i gruppi dell'ultinu coppia rientrano ordinatamente nei tipi XXXVI 
e XXXVII per II = 4, p = I. 

G)nsideriamo ancora i divisori di grado 3^ di G^.^ che sono del 

Si hanno nel gruppo principale G,,^, 16 divisori di questo tipo, 
dei quali uno è quello generato dalle operazioni : 

r, r, Fs, FS' 

e si estende, dentro il gruppo principale, in un gruppo •) di grado 72 
che rientra nel tipo XLU per n = 3. I 16 gruppi di grado 72 che cosi 
si ottengono sono simili tra loro in G,,jj ed ognuno di essi possiede 
tre sottogruppi di grado 36, i quali stanno uno ad uno nei tre gruppi 

^$76 > ^576 > ^Ì76- 

$6. Sia, in secondo luogo, G^ il gruppo icosaedrico definito dalle 
(^3) ed fC una simmetria appartenente ad un suo gruppo esteso. Al- 
lora EC deve essere permutabile con G'^ , e, siccome E è evidentemente 
permutabile con questo gruppo, risulta che deve esserlo anche la rota- 
zione C. Dunque delle due sostituzioni di i* specie, che compongono 
C, quella che appartiene al sistema delle A è permutabile col gruppo 
^60 ^ perciò sta in R^^y ^ quella che appartiene al sktema delle B sta 
m Rl^'y sicchj C e contenuta nel gruppo G^,^ = [/?^^/?;j. 

Ora, il gruppo G^^^ , che è quello che abbiamo studiato nel n° 33, 
contiene precisamente 60 gruppi trasformati di G^ , e quindi il sotto- 
gruppo di G^^^ , che ò costituito da tutte le sostituzioni permutabili con 
G^^ , coincide con lo stesso gruppo G^^ . Allora C sta in G^ e perciò 
il gruppo esteso che si considera contiene la simmetria E. 

In conclusione, il gruppo G^^ ^^ ^^ ^^^^ grappo esteso, che è quel- 
lo generato dalle sostituzioni: 



•) Questi gruppi di grado 72 sono stati incontrati dal sig. A. Wiman nel suo 
lavoro: Ueher die al'^ehraischen Curven von den Geschìechten ^ = 4, 5,6, welche 
eindeutige Transformationen in sich besitzen [Bihang tili k. Svenska Vet. Akad. Hand- 
Ungar, Bd. 21, Afd. I, D? 3J. 
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//' 



ESS' 



(98) 



<.= 



^1 



^; 






^4 



■I. 



e che denoteremo con G\^, 

Le collineazioni di questo gruppo, che stanno fuori del suo diviso- 
re G^, sono: 16 omologie involutorie, 20 collineazioni di ses|to ordine 
e 24 coUineazioni di decimo ordine. Una delle 16 omobgie, precisamente 
la J?, è permutabile con tutte le operazioni del gruppo G^^ : essa ha per 
centro e per piano il punto ed il piano unito del gruppo ora detto, e 
le altre 15 omologie hanno i centri situati su questo piano ed i loro 
piani passano per il menzionato punto. 

I cinque divisori tetraedrici di G^ si trovano, dentro G*^, estesi 
in altrettanti gruppi del tipo G'^ , che hanno l'omologia E in comune e 
contengono le rimanenti 15 omologie tre a tre. 

Sia ora G^ il gruppo ìcosaedrìco definito dalle (65) e sia £C 
una simmetria appartenente ad un suo gruppo esteso. Giacché (n° 32) 
il gruppo G^^ contiene, oltre all'operazione 55', le operazioni //', 77, esso 
è permutabile con £; allora, ragionando come per il gruppo G^, si di- 
mostra che la rotazione C appartiene necessariamente a G^, e perciò 
il gruppo esteso contiene la simmetria £. Si ha dunque un solo gruppo 
esteso di G^ che è generato dalle due sostituzioni: 

jr £55' 



(99) 



^: = 


2 (t. ^,+^,-^) 


— l. 


^ = 


.(a>^« "^' + ^) 


l» 


^;= 


2 (»^.+ a>=^«-^4) 


^3 


<= 


2 ("^«+ « ^» + ^) 


^ 



icoa 5.^. 
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Questo gruppo è isomorfo al gruppo simmetrico delle permutazioni 
di cinque cifre e fu, per la prima volta, trovato da Klein *) con Tin- 
troduzione delle coordinate pentaedriche. 

Le sue collineazioni che stanno fuori del suo divisore G^ sono : io 
omologie involutorie, 30 collineazioni di quarto ordine e 20 collineazioni 
di sesto ordine. 

I cinque sottogruppi tetraedrici di G^ si trovano, nel gruppo G,^ > 
estesi in altrettanti gruppi ottaedrici del tipo G^^ : due qualunque di que- 
sti gruppi hanno in comune un gruppo diedro di grado 6 e tre q^ua- 
lunque di essi hanno in comune un'omologia. Ogni gruppo G^ Lisda 
inalterato un piano ed un punto : si hanno cosi cinque piani, che con- 
tengono i centri delle io omologie involutorie 6 a 6 e s'intersecano 3 
a 3 nei detti centri ; e cinque punti, che si comportano in modo duale 
rispetto ai piani delle menzionate omologie. 

n gruppo Gj,^ contiene inoltre io sottogruppi di grado 12 che sono, 
dentro il gruppo stesso, tra loro simili e rientrano nel tipo XXX VI per 
n = 3, p = 3 : in questi sottogruppi stanno due a due le 20 collinea- 
zioni di sesto ordine del gruppo principale. 

57. Consideriamo in ultimo luogo il gruppo G^^^^[R^R'^. 

Dietro quello che si è detto è chiaro che, se EC è una sinunetria 
appartenente ad un gruppo esteso di G^^^, la rotazione C fa parte di 
questo gruppo, e perciò si ha un solo gruppo esteso di G^^^ che si ot- 
tiene aggiungendo a G^^^ la simmetria E. Questo gruppo esteso, che 
denoteremo con G , si può generare mediante le seguenti tre sosti- 
tuzioni : 



•) Vorhsungen über das Jkosaeder (Leipzig 1884), pp, 162-165* 
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S y 



It 


2 ( «^« + "^3+ ^4) 


X, 


-I. 


. ( 0,^ ^3+ "^) 


Î. 


-?5 


,(-"^.+ ^+«^.) 


^, 


^4 


,( ^. "^+a>^4) 


-^ 



(100) ^ ^ 



percliè trasformando poi / con E si ottiene la sostituzione I'. 

I sottogruppi di massimo grado contenuti in G^,^ sono gruppi del 
tipo Gjgg : questi sono in numero di 25 e si ottengono trasformando 
uno di essi con le sostituzioni del gruppo di grado 25 generato da /, i'. 

Ogni gruppo G^g3 contiene (n° 51) un solo divisore del tipo G^, 
tre divisori del tipo G'^ e tre divisori del tipo G^^ : dunque nel gruppo 
principale G^,^ si trovano 25 gruppi G^, 75 gruppi G^ ed altrettanti 
gruppi Gj,, 

Abbiamo visto (n° 33) che i 50 sottogruppi del tipo G^g contenuti 
in Gj^^ si scindono in due serie di 25 gruppi ciascuna : queste due serie 
si comportano in modo diverso ; e precisamente, dei due gruppi G^ cott- 
tenuti in uno stesso gruppo G,^^, i quali appartengono a serie diverse, 
uno si estende in un gruppo G^ e l'altro in tre gruppi G^ . 

I 60 gruppi icosaedrici del tipo G^ contenuti in G^^^ si trovano, 
dentro il gruppo G^^^, estesi in altrettanti gruppi G*,^, ed i 60 gruppi 
icosaedrici del tipo G^^ si trovano estesi in altrettanti gruppi G.^^- 

Le due serie (n° 33) di gruppi tetraedrici del tipo G,, contenuti in 
^3600 ^ comportano anche in modo diverso dentro il gruppo principale 
^yaoo- ^ 3^^ griippi G,a ^^^ stauuo j a 5 nei gruppi icosaedrici del tipo 
G^ si estendono in gruppi ottaedrici G,^, i quali stanno 5 a 5 nei 60 
gruppi del tipo G,,^ e 12 a 12 nei 25 gruppi G^ ; invece i 300 gruppi 
tetraedrici G,,, che sono contenuti 5 a 5 nei gruppi icosaedrici del tipo 
G^, si estendono in gruppi del tipo G[^ i quali stanno 5 a 5 nei 60 
gruppi del tipo G*^ e stanno 4 a 4 nei 75 gruppi G^ . 

U gruppo principale contiene ancora 36 sottogruppi di grado 200, i 
quali rientrano nel tipo XLII per n = 5 e contiene 100 sottogruppi di 
grado 72, i quali rientrano pure nel tipo ora detto per w = 3. 
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Finalmente, le collineazioni di G ^^, che stanno fuori del suo divi- 



7100' 



sore Gj^^, sono: 

i) 60 omologie in volutone, che si ottengono trasformando una di 
esse, per esempio £, con le operazioni di R^ oppure di J?^: sopra o- 
gnuno dei piani di queste omologie stanno 15 centri delle omologie stesse, 
e per ogni centro passano 15 dei detti piani; 

2) 900 collineazioni di quarto ordine, le quali stanno 12 a 12 nei 
menzionati 75 gruppi del tipo G^,; 

3) 1200 collineazioni di sesto ordine, che stanno 20 a 20 tanto 
nei 60 gruppi del tipo G,,^ che in quelli del tipo G*,^; 

4) 1440 collineazioni di decimo ordine, che stanno 24 a 24 nei 60 
gruppi del t.po G;,^. 

58. Nel ijuadro che segue riassumeremo tutti i gruppi trovati in 
questo paragrafo e nel precedente : questi gruppi saranno scritti nell'or- 
dine stesso in cui li abbiamo incontrati, ed accanto a ciascuno di essi 
scriveremo, anche, con le notazioni adottate, le sostituzioni che bastano 
a generarlo. 

I Gruppi dei doppi corpi regolari estesi con simmetrie. 



XLV. 


G; ^G.Xi + ^) = K.^;,L(i+^) 


ESS', TT 


XLVI. 


G„ = G,Xi + E FF') ^ K,/e;,]„(i + ËFF') 


ËFF', TT 


XLVIL 


G^ = G^,(i + FFF') ^ [R,,R',,l (i + ÊFF') 


ËFF\ TT, S 


XLVm. 


ÖU ^G..O+^)^K,<J;(i+È) 


S, 5', ETT 


XLIX. 


ë,„^G.^(i+£)^[i?.,ie;j(i+£) 


Ê, SS', T 



L. 


ê,s ^G,/i+f)^[;e,^i?:j^(i+£) 


F, FF', TT' i 


U. 


ë.,. ^ G^(i + £) ^ [K,,KM' + F) 


Es, F F', TT 


m. 


G,^ ^ G.,,ii +Ê)^ [R.,KX(' + £) 


Ë, FF', T 


un. 


G„, ^ G,,,(i + ËF) ^ [R,,R'^Xi + £F) 


ËF, T 


LIV. 


e..,,^G,,,(i + £)^[Ä.,Ä;,](i+l) 


Ë, F, TT 
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LV. 


G:„^G;(i+£)^(i + S5' + . .. + //' + . ..)(!+£) 


ir, Ess' 


LVI. 


G.„^G,,(i + £)^(i + 5S' + . .. + //' + . ..)(!+£) 


ir, ÊSS' 


Lvn. 


G:.oo ^ G,,^(i + £) = [ReoR'JC^ + Ë) 


E, SS', I 



§ XVm. — Concltisiane. 

59. Un gruppo finito di collincazioni nel nostro spazio, se è sinìile 
ad un gruppo reale, deve lasciare inalterata una quadrica propria, e si 
può sempre rappresentare con un gruppo G di sostituzioni lineari qua- 
ternarie, che trasformi in sé la forma quadratica definita : 

ed anche la seguente forma d' Hermite : 

dove X.Ì === i> 2, 3, 4) denota la variabile coniugata di :(.. Allora, 
tutte le sostituzioni di G sono ortogonali e risultano necessariamente a 
coeflicienti reali. 

Essendo il gruppo G ridotto in tale modo alla sua forma canonica, 
esso deve appartenere ad uno dei cinquantasette tipi di gruppi irriducibili 
tra loro, che si trovano scritti nelle cinque tabelle poste ordinatamente 
aUa fine dei §S V, VH, XI, XV, XVH. 

Per trovare a quale di questi tipi il gruppo G appartiene, conside- 
reremo il gruppo G' formato da tutte le sostituzioni unimodulari conte- 
nute in G : il grado di G' o coincide col grado di G oppure è la metà 
del grado di G. In ogni caso, col procedimento del § II, si comincerà 
col c'ecomporre ciascuna delle sostituzioni generatrici di G' in due sosti- 
tuzioni di I* specie appartenenti una al sistema delle A e l'altra al si- 
stema delle B: sì avranno cosi, subordinatamente aU'analisi del § HI, ì 
gruppi componenti £7, 17^ e T, T^ . Dopo ciò è facile trovare il tipo a 
cui appartiene il gruppo G', che deve essere uno dei trentatre tipi di gruppi 
scritti nelle prime tre delle menzionate cinque tabelle. 

Se II gruppo G' non coincide con G, questo contiene sostituzioni di 
modulo eguale a — i ed è un'estensione di G' mediante simmetrie : 
aUora i gr^ ~ - mrû^ tra loro ed il gruppo G appartiene 
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ad uno dei ventiquattro tipi di gruppi, che stanno nelle ultime due delle 
cinque tabelle anzidette. Sia E una sostituzione di secondo ordine che 
trasformi U in V q che risulti permutabile con G' : ogni simmetria di 
G si può mettere sotto la forma £C, dove C è una rotazione permu- 
tabile con G'. Ciò posto, conoscendo il tipo a cui appartiene il gruppo 
G' e la permutazione che la C fa subire alle sostituzioni di questo gruppo, 
riesce facile trovare a quale tipo appartiene il gruppo G che si considera. 

60. In quel che segue scriveremo i simboU rappresentativi dei prin- 
cipali gruppi trovati nel presente lavoro, conservando le notazioni adot- 
tate. Quando uno stesso gruppo, a causa delle relazioni di similitudine, 
si può rappresentare con simboli diversi sceglieremo, nel modo che ci 
sembrerà più conveniente, uno solo di questi simboli. 

Tutti i gruppi reali dei gradi 



2, 3, 4, 6, 8 



sono; 



Grado 2. 



Grado 3« 



I + SS\ I + h 



[^3]> [^3^;l 



Grado 4. 



[^1. [P,P:1> [i + SS'J(i-f£S); (cicUci). 



[ÖJ, [Q.Q'X^G^, [i4-SS'J(i + £) = G^; (quadrinomi). 



Grado 6. 



Kj, [ÖJ. u\n]i, [PoPii, [p,p:], 
[Q. q:i . [p, p;]] (I + Ë) , [p, ?;];■ (I + £) . 
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Grado 8. 










[P.], [P.P'I, 


[p»p:i> 


[p.piìi. 


[p.pni^ 


[pj:ì, 






KPX' [ös]. 


[a q:i . 


[ô8o;l 


. [ß.ßa 


^G,, 






[P.PX(' + ^' 


[PJX'O 


^+Ë), 


[p,?;];(i + lif), 




[P. 


P-X'ii + EW), G^ 


(i + £5). 


[p.p:\(.i 


+ £). G^ 


(i + £)^ 


G«. 



Scriviamo ora tutti i gruppi reali dei gradi 

12, 16, 18, 24, 32, 36, 64, 72, 128, 
che non contengano collineazioni di ordine maggiore di 8, 

Grado la. 



\ap:ì. 


[PeP;\> 


[QJ . 


[0.^,1. 


[Ö.P,T, [a^a. 


[Ô.. 


ô;i, [q. 


Q^L. 


[Ö.,Ö'J.„ 


[nP*1Ui + f), 


[PePel: 


■'(1 + ^), 


[P.i^a- 


'(i + ^HO. 


[o*ö;l(i + £), 


■^11» 


[K.,pii^ 


^g;.. 


[Ä..Ä'„L^ 


G,,; (tetraedrici). 



Grado i& 



[^«i';], [^8^,1. [^.^a. [p.p:\' [ßj. cßs^ai 



[ß.p;]. [ßsi'a. [ß<^«i. [ß.i^«'];. [ß.*ßÜ4' 



[ß.6ß;]j, [ß.6ß;x> [ß,*ß:«]!*. [ß,ßa. [ß.ßi]:. 



[ßsöx. [ß.ß:]^G„, [p.p.iKi+i:). [p»Pi]r(i -{-£). 



[^8^;r (i + ^^0, [p,p;]Ki +i), [^^sVO + £). 



[ßsß;];a + ^. [q,q»Ui-^eh), [pjxa^ + E), 



[PJXi'+H'SS')(i+EH), [P^PX(i + H'SS'Xi^EH'), 



[ß. ß;],(i + i:) . [ß. ß:].(i + ES) , [p^ pa(, + eh) . 



Rmd. Circ. Matern. Palermo, t. XV (1901). — Stampato il 22 giugaü 1901. 39 
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Grado i8. 

[Pe p;] > [Pe P.1 > [a ^;] , iQ. 0;], , [p, p;] (i + £) 



Grado 24. 



[ö.aP,i> rö.n']. 


[ö.aPa. [ö..ö:i. [ö..ö;ai. 


[o..ßi];. [0.0;]. 


[Ai^*];(i + ^), [p.p^irci+Ë), 


[ß.,i2X(i + £). 


[ß.aöxo + fHo, [i?..pa. 


K,p,i. [p*p;]Ki + 


/f'ss')(i + ËH^), G..(i + iÊ)^ g;,. 


^24 > -'^24 y 


GI4» ^.4' ^.4*' (ottaedrici). 



Grado 3a. 



[p.p;!. [Ps^i. rc2sP3. [ö.^«i> [ö.*pa. [ß«ö;i. 



[ö«p,i. [c^pja, rö«p,i;, [ö..ö;ia. [ß.6Ö;i. 



[ö-^ö:*];. [ö,ßa. [ö.6ö:t;, [ösö;r, [ö.*ö;]:, 



[ßsß;]; ^ G„, [P,p;];(i + E), [PsP^-O + £). 



[Ps^r (I + ^'^0, [p^pja + E)> [ß.*ß.xo + E), 



[Q.C ß:j:«(i + EH^) . [ß.6 Q'ju^ + f ) > [ß..ß:J:6(i + ew) , 



[P.PalKi +^'5S')(i +£//'), [P.PJ]J(i +^'5S')(i +£H*), 



[ßsßac' + E), [ß«ß,'Ui + ES), [ß3ßa(i + fi/). 



[P4P;L0+^'5S')(i+£if), [ßsßao+f). [ß4ß;]o+£)=G, 
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Grado 36. 
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Grado 48. 
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Grado 72. 
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JOS 




O. BAONBItA. 






Grado ia8. 
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• 



Scriviamo finalmente quei gruppi reali dei gradi 
60, 96, 120, 144, 192, 288, 576, 720, 1152, 1440, 3600, 7200, 
che sono gruppi della terza classe *) od estensioni di questi con simmetrìe. 



Grado 


Gruppi 


60 


^«,. G'^y ^éo'y (icosaedrid). 


96 


G^,ii-{-FF')^G^, G^(iH-£)^G;,. G,,(i + ï'Ff')^G^. 


120 


Glii + £) = G;„ , G^(i + £) s G,.„ . 


144 


g.^=[ä..ä;j. 


192 


G.,.^G^(i + I). 


288 


G.„(i + fn=G,,,, G,^,(i + f)^G;,., G.^(i+£)sG,„. 


576 


G.,s(i + i')sG,„, G..,(i4-£)sG„,, G,,,Ci + ^F)sG;^. 


720 


G,„ = [Ä,„/?'J. 


1152 


ë..,,^G^,.(i + £). 


1440 


G.440 = [^6o^U- 


3600 


g,^^[ä*oÄL]. 


7200 


^7>oo=G„^(ï+^)- 



Palermo, aprile 1901. 



G. Bagnerà. 



*) Facendo eaezione per il gruppo R^, il quale è costituito di operazioni di 
I* specie, ed appartiene perdo alla prima classe. 
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IL METODO DEL GRASSMANN NELLA GEOMETRIA 
PROIETTIVA. 

Nota nr di C. Bupali-Forti, in Tormo *). 



Aduiunia del 14 aprile 1901. 



§ 10. — Polarità nel piano. 

Sieno A y 5, C delle F, t a^ h^ e delle F^ di un piano proiettive. 
Se ABC^Oy romografia 

« ' = 01 e) 

trasforma i punti del piano neUe rette del piano ; se anche abc =^ o allora 
(s"^ trasforma le rette in punti. 

La d dicesi polarità quando : i° esiste almeno una F^ che non è 
unita rispetto a d ; 2" qualunque sieno le forme di prima specie P, Q, 
se P sta in (j 2 anche Q sta in dP [cioè se P(a Q) =1 o allora 
0(<tP) = o]. 

La retta dP dicesi polare di P e se d è invertibile, P è il polo di 
dP, cioè SQ p è una F,, (j"' p ò un punto la cui polare è p. Risulta im- 
mediatamente che le polari dei punti di dP formano un fascio di cen- 
tro P e proiettivo ai punti di d P ; e se d è invertibile, i poli delle rette 
che passano per g"^ p stanno sulla retta p e formano una punteggiata 
proiettiva al fascio di centro <7^' p (Nota I). 

Teorema L — Se d è una polarità, A è una F^ non unita [A(aA)^ 6] 
e qualunque punto P di g A è unito [PQsP) = o], allora dP= o, 

Sieno 5, C, con BC^o^ due F^ di a A. Essendo ABC^o^ pei 



•) Vedi le Note I* e II* né tomi X (pp. 177-195) ed XI (pp. 64-82) di questi 
Rendiconti. 
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le ipotesi fatte si deve avere 

{BC mBA nCÄ\ 

'' = \a B C )' 

Se P = X ß -}~ 3' C è un punto qualunque di q A s\ ha, per ipotesi 
P(<T P) zzz xy{n — m) ABC =z o e quindi n = m. 

Se ora Q=z xA-^y B-^-tìC^ R =z x' A-^ y' B-}- ^'C sono pnnû 
qualunque del piano, si ha, ricordando che w = w, 

Q(cR) = (xx' + my:C - m:^y')AB C, 
R(„Q) = (xx' + mzy' - myi')ABC; 
ma ff è polarità e quindi se j2(ffi?) = o anche (Ä<rQ) := o, cioè deve 
essere m = o, il che prova appunto che a P =z o. 

Teorema II. — Se a è una polarità, si possono determinare, e in 
infiniti modi, tre forme di prima specie indipendenti P, Q, R e tre nu- 
meri h, k, l non tutti nulli, tali che 

,s (hQR kRP IPQ\ 

Essendo a una polarità esiste Pnon unita. Se in a P esiste un punto 
Q non unito, allora a Q passa per P e taglia a P in un punto R tale 
che PQR :^o e quindi a ha la forma (2). Se ogni punto di a P è 
unito, allora fissati in aP i punti ß, i? tali che QÄ 7e o si ha, dal 
Teorema I, <7 Q±= a R =z o e quindi a ha ancora la forma (2). 

Il triangolo PQR della (2) dicesi autoconiugato rispetto alla pola- 
rità d. 

Teorema III. — Se a è una polarità e A, B sono F^ qualunque del 
piano, si ha sempre A(aB) =: B((tA). 

Data a d la forma (2) e posto 

A = xP-^yQ-\-X.R, B = x'P + y'Q-{-i'R, 

si ha 

AiaB) = ixx' + yy' + i^') PQR , 5(cr^) = (_x'x+y'y + i'7Ì)PQR. 

Teorema IV. — Se Tomografia (i) ammette almeno una F^ non 
unita, allora essa è una polarità" solamente quando è soddisfatta una qua- 
lunque delle condizioni seguenti : 



1° Il determinante 

Aa Ab Ac 

Ba Bb Bc 

Ca Cb Ce 



= ABC abc 



è simmetrico. 



|IS e BUH ALI-PO HT I. 



2** Qualunque sieno le F,, P, Q sempre si ha P(<t Q) = iQQ^F)- 

f BC.a-^ CA.b^AB.c = o, 

Le prime due condizioni sono conseguenze immediate del Teo- 
rema in. 

Per la terza si osservi che BC.a = Ba.C — Ca.B e analoga- 
mente per gli altri due prodotti; quindi, sommando : 

BC.a'\'CA,b-\'AB.c = (Bb — Bc)A^(Ac-Ca)B + (Ba — Ab)C; 

ora se (T è polarità, il 2** membro è zero, perche il determinante è sim- 
metrico; se il 2° membro è zero, i coefficienti di Ay 5, C devono esser 
nulli, perchè ABC ^ o e quindi il determinante è sinmietrico, cioè e è 
una polarità. 

La 3* condizione dice che i punti BC.a^ CA. h y AB. e sono col- 
lineari, cioè che : ogni triangolo h omologico al trilatero polare. 

Teorema V. — Se la polarità a non è invertibile, il luogo delle F, 
unite o è un punto o una retta o due rette distinte. Se a è invertibile, 
o non esistono F, unite o formano una curva descritta da un punto 
funzione continua, con le sue derivate, di una variabile numerica. 

Data a (X la forma (2) e posto A z=i xP -{- y Q-\- x^Ry h A è unita, 
cioè A((jA)=z o solamente quando 

(3) hx^ + kf-^l:C = o. 

Supponiamo a non invertibile, cioè hkl = 0. Sci = o e hk :^ Oy 
allora a i? = o, la polare di ogni punto passa per R e l'equazione delle F, 
unite è ix* -}- Jt)^* = o, che per fc e jt di egual segno dà la sola R e 
per hy k di segno diverso due rette distinte uscenti da i?. Se l = k = o 
Q h yéz o allora ogni punto hz QR per polare e solo i punti di j2i? sono 
uniti (Teorema I). 

Se invece a è invertibile, allora la (3) dimostra immediatamente il 
teorema. 

Teorema VL — Se la polarità g è invertibile, allora le polari dei 
punti P di una curva inviluppano una curva i cui punti hanno per po- 
lari le tangenti della curva data. 

Il punto P sia funzione della variabile numerica t e indichiamo con 
Tapice la derivata rispetto a /. 

Essendo cr operazione distributiva, si ha 

(<7py = (jP'. 

La tangente in P è la retta PP'; il polo di questa retta è il punto 
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((xP)((xP') ovvero (<rP)(<rP)', che è precisamente il punto nel quale la 
curva inviluppata da aP tocca la retta <jP cioè la polare di P. 

Teorema VII. — Se la polarità a è invertibile e ammette una curva 
unita, la polare di un punto qualunque P di questa è la tangente in P 
alla curva. 

Se P è unita, P((iP) = o; derivando P'((rP) + P((rP') = o; ma 
per il Teorema HI P'QiP) = P{(rP') e quindi P'((rP) = o, cioè la retta 
PP\ che è la tangente in P, coincide con la retta aP, che è la polare 
di P. 

S 11. — Contile* 

Supponiamo in questo § che <r sia una polarità invertibile in un 
piano proprio e che ammetta una curva unita, che dicesi conica. 

Sia P un punto e p una retta del piano della polarità. Le notazioni 
p(Ty Pg'~^ indicano due omografie da applicarsi rispetdvamente alle f , e F, 
del piano giacenti in p o passanti per P. Se la /xr si applica ai punti 
della retta /), allora essa, in tale retta, è una involuzione, cioè il suo 
quadrato è un numero, e dà i punti cortiugaii rispetto a <s giacenti in p. 
Analogamente, la Pa"' è involuzione per le rette che passano per P e 
dà le rette coniugate uscenti da P *). 

Se il polo della retta all' infinito, centro della conica, è un punto 



*) Un'involuzione X nei sistemi a due dimensioni (proiettivi di i* specie) ha la 

forma X=( ,JeX' = ÄJ[r. L'elemento p=z xa-^- yb è unito se 

p(kp) z^Qjx^-^ ky^ )ab = o. 
Quindi l'involuzione X è iperbolica, ellittica o parabolica secondochè 
X'>o, X»<o, X* = o. 
Se X* > o, gli elementi uniti sono VTx ± VF y e quindi essi separano armoni- 
camente due elementi coniugati qualsiasi. 

Se a, b sono vettori, allora affinchè esistano due elementi coniugati ortogonali 
deve essere p\Xp =zhx^ a\b -^ kx ya^ -}- hx yb^ -}- ky* a\b =zo; ovvero, prendendo 
a* z=zb^ =: I, a\b =: cos ff: 

ÄX* cos ç -|- (* + *)*>' + *^* cosçp=:o; 
questa dà radici reali per x, y quando 

(Ä + ky — 4 ÄJkcos* ? = (Ä — ky + 4 i^iscn* ^ 7 o; 
e poiché questa condizione è sempre soddisfatta esiste una coppia (o ^ 
cp = -^e h -^ kz=:o) di direzioni coniugate ortogonalL 

Rmd, Cire. Matern. Paltrmo, t. XV (1901). ^ Sump«U» fl M f< 
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proprio 0, allora a"^ è l'involuzione dei diametri coniugati, e i suoi raggi 
ortogonali sono gli assi. Se è all'infinito tutti i diametri sono paral- 
leli, etc., per le ordinarie proprietà proiettive delle coniche. 



Il punto proprio sia il centro della conica e i vettori unità /, / 
sicno due direzioni coniugate. La polarità e ha allora la forma : 

/;/ hJO k01\ 
'=\0 I ])' 

Il punto P^^O-^-xI-^-yJ appartiene alla conica quando 

P((7F) = (i + hx' + t/) 01 J = o 

e quindi l'equazione della conica è 

Äx' + Jty + 1 =o; 

e poiché <r ammette forme unite, deve essere 



h = -^, *=T-F' 



Si ha quindi per la ?: 

'=1.0 ; ; r"^^" " " ' 

Se poniamo 
e si trascura per i il fattore numerico '/,j , si ha 

W ' = (o U V )' 

e se P = -{• xU -\- yV l'equazione della conica è 

X' + / = I. 

La curva data dal segno superiore (-}-) dicesi ellisse e quella data 
dal segno inferiore ( — ) dicesi iperbole . 

Il vettore m U -\- nV ha per posizione un punto della curva quando 
(m t/ + ;/ F) CT (m U -^nV) = — (m^ + n') OUV=oc quindi : Vcl- 
lisse non ha punti all'infinito e V iperbole ha due punti all'infinito. 

Abbiamo dalla (i), qualunque sia il numero m ^ Oy 
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da cui risulta *) : gli estremi dei diametri coniugati stanno sull'ellisse^ e sul- 
l'iperbole ne stanno due soli] le polari degli estremi di due diametri coniu- 
gati formano un parallelogrammo che ha per punti medi dei lati gli estremi 
dei diametri. 

Dalla (i) risulta che Tinvoluzione 



-ro"r) 



applicata al vettore P — , essendo P punto della conica, dà in gran- 
dezza e direzione il semi diametro coniugato a P — 0; e poiché 

(P_ oy ± [x(P— 0)Y = (x^ ±/) f/*± (x' +/) y'=u'—v\ 

iP-0)mP-0)] = ^:ix^±f)UV=^:UV, 

risulta subito che : neWellisse o iperbole la somma o la differenza dei qua- 
drati di due diametri coniugati è costante ; il parallelogrammo costruito con 
due diametri coniugati ha area costante ; solamente la circonferenzfl ha infi- 
niti assi e tutte le coppie di diametri coniugati ortogonali. 

Supposto, il che può farsi, U\V =z o si ha che i due vettori P — 0, 
\(P — 0) hanno egual modulo solamente quando (x* — y^^^^ — F*) = o 
e dunque: nell'iperbole, due diametri coniugati o hanno sempre diversa 
lunghe:^a o hanno sempre egual lunghe:^a (iperbole equilatera); ndVel- 

V1/2 1 

lisse esistono due diametri coniugati — ( t7 di f^) di egual lunghe:^a 

{jji fl^ + 2 Z;^ ) che hanno gli assi per bisettrici. 

Gli asintoti hanno la direzione degli elementi uniti di X; e poiché 

(niF + n V)\{m (7 + « F) = qi (m' ± n') U T, 

si ha subito che: V ellisse non ha asintoti; l'iperbole ha due asintoti le cui 
dire:^ioni sono U -^i V e sono quindi le diagonali di ogni parallelogrammo 
avente per mediane due diametri coniugati; solamente l'iperbole equilatera ha 
asintoti ortogormli. 



•) Allo stesso risultato si giunge osservando che le invduaoni (017) a"*, 

(OF) a-' nelle rette OU, OF sono rispettivamente (q ^ j , (q "^ ^ j . Il 

punto O è centro delle due involuzioni e le formole precedenti dimostrano che: il 
prodotto dêUê disiale del emiro di un'involuzione da due punti coniugati è costante e 
p§r I adrato della distanza del centro da un punto doppio. 



3l6 e BURALI-FORTI. 

Essendo 

ed essendo x* — y^ = (jx -\- y){x — y) =^ i, per l'iperbole, si ha che: 
Peqtuixjom dell' iperbole riferita agli asintoti è X F = m ; il triangolo far- 
maio dagli asintoti e da una tangente in un punto proprio ha area costante. 



Sia A un punto della conica ; / il vettore unità parallelo al diametro 
uscente da ^ ; / il vettore unità parallelo alla tangente in A; mA-j-I 
una forma di prima specie la cui posizione è il centro della conica; fi- 
nalmente sia p un numero positivo e non nullo. 

In virtù del Teorema IV del § io si può porre 

(a) . = [^^ ^('»^ + ^ f''') 

ed essendo P = A'^xI'\'yJ un punto della conica, si ha P(<r P) = o , 
cioè 

(3) y' = 2px — mpx\ 

che è l'equazione della conica. 

Per w = o il centro è all'infinito e la conica è una parabola. Per 

m 71e o il centro è ^ A -] /; e preso questo punto per origine 

degli assi la (3) diviene 

(4) ±^±~'' 

m^ m 

che per m > o dà l'ellisse, per m < o l'iperbole, e per mp =1 i la cir- 
conferenza. 

Diremo che il punto Fz=A-\'kIènn fuoco quando l'involu- 
zione FC è circolare. Come si fa ordinariamente si prova subito che 
F può essere un fuoco solo quando ^/ è un asse; quindi in ciò che 
segue supporremo sempre I\f = o. 

Se r è una retta uscente da F si può porre 

r = F(u/ + vf) = hvlj - vJA + uAI 
e si ha quindi 

f (a-V).«/ = v(h'm — 2h)I + upj, 
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che è normale ad ul -{- vj y qualunque sieno w, v, solamente quando 
(5) mh' — 2h-\- p = o. 

Questa dà /; reale quando i — mp^ o q quindi: nella parabola 
(m =z o) vi è un solo fuoco che dista dal vertice di »/^ del parametro (2p); 
nell'iperbole (tn <^ o) vi sono due fuochi nelVasse trasverso e nell'ellisse 
(in > 0) due fuochi neïïasse maggiore [cfr. (4)]. 

La (5) dice che la (3) è vera per jc = /? q y = p^ quindi: la corda 
normale all'asse che passa per il fuoco vale il parametro. 

Se per m yéOy F^ = A -\- h^l y F^ = A -^ h^I sono i due fuo- 
chi, allora h^ , h^ sono le radici della (5) e quindi 

lL±L = A + ^^±^I=A + ^I=Oy 

2 '2 ' m * 

cioè : il punto medio dei fuochi nelle coniche a centro t il centro della 
conica. 

La direttrice relativa al fuoco f è la polare di F cioè la retta 
(tF=[(i —mh)A — hI]J 
e quindi essa taglia Tasse focale nel punto 

H = A ^/. *) 

I — m h ^ 

Se ora osserviamo che la (5) dà 

(mh — i)' = I — mpy h — p = h(mh — i), 
si ha, tenendo conto della (3), 

(P-F)-=(,-»rt[. + j-A_J, 

L 

e osservando che x -| r è la distanza di P dalla direttrice di F 

* I — mh 

si ha che : il rapporto tra le distanT^e di un punto della conica dal fuoco e 
dalla direttrice è costante e vale y i — mp = e (eccentricità) ; nella para- 
bohy ellisse, iperbole, circonferenza, l'eccentricità è i , < i , >• i , o. 

Se m 7^ o e r, , r^ sono le distanze, col segno, di P dai due fuo- 
chi, allora 



•) I punti F, H sono coniugati ncll*involuâone (Ar)(j-^ e quindi nelle coniche 
a centro (m ^ o) le dìstatixe del cestro dt un fuoco e dalla direttrice corrispondente 
hanno per media 
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2 

e quindi r^ — ^^ = — > cioè: nell'eìlisse e ipârboU la somma o la diffe- 
renza dei raggi focali vale l'asse focale, 

D punto P della conica è funzione di una variabile numerica t; 
quindi, essendo 

mod (P — F.) ± mod (P — f J = cosl , 

si ha derivando *) rispetto a / : 



h 



P-F. 



Ì=i^ll4?=o 



.mod (P — i- J -L- mod (P — P J J I dt 

e quindi : le bisettrici dei raggi focali uscenti da un punto P della conica 
sono la tangente e la normale alla conica in P. 

Se 2 è il piede della perpendicolare condotta da P alla direttrice 
relativa ad F si ha 

mod ÇP— F) = e mod (P — ß), 

ed osservando che (P — Q) -^ = o si ha 

r _P — P _ P— Q l\dP _ 

[mod (P - P) ^ mod ÇP- Qu\dt ~^' 

che dà una costruzione semplice della normale in P mediante il fuoco, 
la direttrice e Tcccentricità. 



I teoremi di Pascal e Brianchon si ottengono facilmente con gli 
ordinari metodi. Esaminiamo piuttosto i teoremi di Desargues e Sturm. 

Sieno a, «7^ due polarità nello stesso piano che ammettono elementi 
uniti; le due coniche individuate dalle due polarità passino per quattro 
punti; o per tre punti, e in uno di questi abbiano a comune la tangente; 
o passino per due punti avendo in questi a comune le tangenti. In tale 
ipotesi le coniche che sodisfano a queste condizioni sono unite nella pola- 
rità ma -\- HG^ e una retta le taglia in punti coniugati in una involu- 
zione. In modo analogo si enuncia il teorema duale di Sturm. 

Si può porre 

/a b c\ /^i *, ^,\ 

'=[j B c}' '• = U B Cp 



•) Cfr. C. BuRALi-FoRTl, Introduction à la Géométrie différentielle suivant la mi- 
thoâi de H. Grassmann [Paris, Gauthier-Villars, 184^7]. 
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allora tna-^-n^^ è (Teorema IV del § io) una polarità: di più, se 

P((tP) = o e P(<T,P) = o, anche P[(w(i + w(T,)P] = o; se (<tP)((i,P) = o, 

anche <jP,(m<i-\-n<i^)P=:^o. Viceversa, una polarità a^ sodisfacente alle 
stesse condizioni deve essere della forma ma -{' n<7^ perchè un punto 
determina in un sol modo una delle coniche considerate: e quindi la 
prima parte del teorema è dimostrata. 

Sia r la retta che si considera; per un punto P di essa passa una 
spia delle coniche m <r -j- w d, e se essa taglia r in P' , P' è funzione 
lineare di P; cioè l'operazione X tale che XP^z P' è un'omografia, e 
poiché >.* è un numero essa è una involuzione. 

§ 12. — JSgtiazione del f^ grado. 

Le coordinate delle forme unite di una polarità annullano una fun- 
zione di secondo grado delle coordinate stesse. Viceversa, se 

è una funzione di secondo grado, è sempre determinata, a meno di un 
fattore numerico, una polarità a la cui curva unita ha per equazione 
/(x, y) = o. 

Infatti, se è un punto fisso, /, / vettori unità non paralleli e po- 
niamo 

"' = 077^*"^^ + *"^^ + *"'^^ 

per r = I, 2, 3 e supponiamo h^^ = /?,^, allora Tomografia 
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è una polarità, eP= O-^xI -{' yj è punto unito quando /(x, y) = o. 
Nella teoria analitica delle coniche si sogliono considerare gli ele- 
menti seguenti : 



H = 



^33 = 



K 


K 


K 




la. 


K 


K 


K 


= 


la. 


K 


K 


K 




J'^. 


K. 


K. 




la, 


/«. 


K 


*„ 




I'^. 


Ja. 



Ja, Oa, 
Ja, Oa, 



Ja, Oa, 



= OIJ.a,a,a,, 
= IJ.a,a, = IJ.{aI){<^J)- 



e posto 



IJ^» 



jaO e. BURALI-POIITL 

si considera anche il numero 

K=K, + K, — 2h^^cos<f. 

Al numero K si può dare la forma : 

K = Ia^ + Ja,-iIa^ + Ja;)IiJ 

e poiché IiJ.J=zIJ.if-\-I si ha 

K=lJ[iI.(jJ-iJ.cI]. 

Allora, per i soliti ittvariaritiy si ha 

H _ aO.Gl.tjJ 
sen> ~ 4OIJ ' 

sen>- {Ijy ' 

sen'ç ~ // ' 

e poiché ogni vettore si esprime linearmcnU mediante /, /, i secondi 
membri danno inwiediatamente, senza bisogno delle ordinarie lunghissime 
dimostrazioni, il carattere invariaativo dei primi membri. La superiorità 
del metodo del Grassmann sull'ordinario metodo analitico riceve qui una 
nuova prova, se non bastasse la facilità con la quale nei due §§ prece- 
denti abbiamo ottenute le proprietà delle coniche. 

Torino, aprile 1901. 

C. BURALI-FORTI. 



QUELQUES REMARQUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 
Par M. H. Poinoaré, à Paris. 



Adunania del 3 «prile 1901. 



§ I. — Introduction. 

A Toccasion du jubilé de Sir G. G. Stokes, j*ai publié un Mé- 
moire *) où je me suis occupé des groupes finis et continus de Lie, 
C'est ce Mémoire que je citerai dans la suite sous le nom de « Mémoire 
de Cambridge ». 

J'y ai entre autres choses donné une démonstration nouvelle de ce 
théorème de Lie, qu'il existe toujours des groupes de structure donnée, 
pourvu que cette structure satisfasse aux conditions dites de Jacobi. 

J'ai mis sous une autre forme la formule de Lie pour la construction 
du groupe adjoint; j'ai donné ensuite les équations différentielles du groupe 
paramétrique, et j'ai montré que ces équations pouvaient s'intégrer, au 
moins par quadratures. 

La première chose que j'aurai à faire sera donc de rappeler toutes 
ces formules. 

Nous avons ainsi deux méthodes pour former le groupe, soit en 
partant du groupe adjoint, soit en partant du groupe paramétrique. Ces 
deux méthodes doivent conduire au même résultat. Mais il arrive ceci, 
quand on égale les résultats obtenus par ces deux méthodes, on n'obtient 



•) Sur les groupes continus [Memoirs presented to the Cambridge Philosophical 
Society on the occasion of the Jubilee of Sir George Gabriel Stokes, Bart, Hon. 
LL. D., Hon. Sc. D., Lucasian Professor (Ca^** * '**^ University Press, 1900), 

pp. 220-255]. 

Rtmd. Ort, Maiam. hikmê» t. 41 
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pas des identités immédiates, on obtient des propriétés plus ou moins 
cachées du groupe. 

Beaucoup de ces propriétés étaient déjà connues; d'autres auraient 
pu être obtenues par une autre voie ; il m'a paru qu'il pouvait y avoir 
quelque intérêt à les relier entre elles de cette manière. 

Malheureusement je n'ai pu aller bien loin dans cette direction ; j*ai 
fait très peu et je serai heureux si j'ai pu faire comprendre à peu près 
ce qu'il y aurait à faire. 

Les singularités des rebtions finies qui définissent le groupe para- 
métrique, ainsi que celles des équations différentielles d'où elles dérivent, 
peuvent être étudiées au point de vue de la théorie des fonctions, mais 
je me suis borné à cet égard à de brèves indications. 

Dans le cours de ce travail j'ai eu à envisager tantôt des transfor- 
mations infinitésimales, tantôt des transformations finies. Les premières je 
les ai représentées, tantôt par le symbole 

X = X(f) = (X.)|f + (xj|il + . . . + (X,)|f . 



tantôt par le symbole 



e'^. 



Les transformations finies étaient toujours représentées par le sym- 
bole exponentiel. Je crois qu'il ne peut pas résulter de là de confusion 
fâcheuse. 

J'ai employé indifféremment les deux mots « substitution » et « trans- 
formation ». J'aurais pu tirer profit de cette double dénomination, soit 
en réservant l'un des noms pour les opérations du groupe envisagé et 
l'autre pour les operations correspondantes du groupe adjoint, soit de 
bien d'autres manières. Au contraire, je n'en ai fait usage que comme 
un simple littérateur, pour éviter les répétitions de mots. J'ai eu tort, 
mais j'espère que ce n'est qu'un péché véniel. 

§ II. — Formatton du groupe mljoint. 

]j3i première des formules que je dois rappeler était connue depuis 
longtemps ; je crois cependant devoir en parler pour familiariser le lecteur 
avec les notations employées. 

Soit 

xa)=Ä)|^+(A-.)|(+...+a)|^ 
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un opérateur quelconque. Je conviendrai d'écrire : 
XY(f) = X[YO-)], 

(xr) = x[r(/)]-nx(/)], 

X-(J) = X[X''-'(J)]. 
Si je considère la substitution infinitésimale qui change /en i + ^ -^C/)» 
les puissances de cette substitution engendrent un groupe dépendant d'un 
seul paramètre / et dont la transforniation la plus générale peut être 
représentée par la notation 

puisqu'elle change / en 

Si je considère maintenant un groupe continu G dérivant de r opé- 
rations 

-^i > -^2 > • • • ^r y 
la transformrtion la plus générale de ce groupe pourra être représentée 

par la notation : 

e'' (T=t,X, + ... + t,X,) 

Ces transformations formant un groupe, on devra avoir identique- 
ment : 

/ r=/, X, + ... + ^X, , 

eV = / ) Ü=ZU,X, + ...+UrX,. 

( y:=,v,X, + ...+v,X,^ 

les V étant des fonctions convenablement choisies des / et des u. 

La niême condition s'exprime, comme on le sait, d'une autre ma- 
nière ; on doit avoir : 

(I) (A'.XJ = 2ifa,^., 

les c.j, éunt des constantes. 

Soient alors 

de sorte que e^ er e^ soient deux transformations quelconques du groupe ; 

posons 

r''e^e'' = er'. 

e^' sera encore une substitution du groupe, de sorte qu'on aura : 
On voit aisément qu'on ddt avoir : 



3H 
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ce qui montre que les t' sont des fonctions linéaires des/; c'est-â-dire 
qu'à chaque substitution e^ de G correspond une substitution linéaire qui 
change les / en /' . C'est l'ensemble de ces substitutions linéaires qui con- 
stitue ce que l'on appelle le groupe adjoint de G. 
Cela posé, nous avons : 

(rr) = Zft.,a». 



où 



K = f.A»». + «..<.» «,+ •••+ Cr.i.k^r 

Formons l'équation caractéristique de Killing : 

b 



b.. 



b,.-i 
b.. 



K 

b.. 



= o. 



Le premier membre F(0 ^^^ ^^ polynôme homogène de degré r 
par rapport à Ç et aux v. 

Soient nuintenant P.^ les mineurs du déterminant f (;)> de telle 
façon que 

Ces mineurs seront des polynômes homogènes de degré r — i par 
rapport à Ç et aux v. 

Les racines de l'équation F(;) = o sont donc des fonctions algé- 
briques des v, homogènes de degré i par rapport à ces variables. 

Cela posé, la première formule que je voulais rappeler est la sui- 
vante : 



(3) 



dl. 



^—,j ni) 

L'intégrale du second membre doit être prise le long d'un contour 
enveloppant toutes les racines de F ($) = o. 

On voit immédiatement quelle doit être la forme des cofficients de 
la substitution linéaire du groupe adjoint qui change T en V. 

Si les racines de l'équation (2) sont toutes distinctes, et si ces ra- 
cines sont (Oj, (0^, ... (0^, nos coefficients seront des combinaisons li- 
néaires des exponentielles 
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OU plutôt seront de la forme : 

R étant une fonction rationnelle homogène de degré zéro par rapport 
à 0)^ et aux v. (Je rappelle que l'une des racines cù^ , w^, ... u)^ est 
toujours nulle). 

Si les racines ne sont pas toutes distinctes, nos coefficients seront de 
la forme : 

(4) Z«-"'n(a>o. 

n((oJ étant une fonction rationnelle définie comme il suit: 

Si iùp est une racine d'ordre [ji, le dénominateur sera homogène et 
de degré r — [l par rapport aux v et à a>., et le numérateur sera un 
polynôme non-homogène de degré r — i par rapport aux mêmes va- 
riables et où les termes du degré le moins élevé seront de degré r — [l. 
Si les / sont regardés comme donnés, les t'. seront des expres- 
sions de la forme (4). On pourra choisir les t de telle façon que dans 
ces expressions tous les termes disparaissent, sauf ceux qui contiennent 
en facteur l'exponentielle C^p. Oa dira alors que la transformation T 
appartient à la racine o) par rapport à la transfornution V. 
Soit maintenant: 

on aura aussi: 

e-^ÇT U—U r)/ = r ü' — U'T. 

Si T appartient à la racine o)^ et t/ à la racine co^ , T' se réduira à 
e'^p multiplié par une fonction algébrique, et U' à e~^9 multiplié par une 
fonction algébrique; de sorte que 

p t/' _ U' T 

se réduira à l'exponentielle 

multiplié par une fonction algébrique. 

En d'autres termes, 

TU— UT = (JU) 
appartiendra à la racine w -f- ^« • 

Si 0)^ -|- 0)^ n'est pas racine de l'équation (2), on devra conclure 
que le crochet (Tt/) est nul. 

Ce double théorème est dû, je crois, à Kilukg. La démonstration 
qui précède diâfère de celle de Killikg au moins pour i^ 
se présente d'une façon plus concise. Je rappeUei»^' 
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cité de Cambridge j'ai été conduit (page 251) à une démonstration assez 
détournée de ce même théorème. 

La comparaison des deux expressions de (Tf/), où figure d'une 
part une fonction dépendant de co -}~ ^^ ^^ d'autre part une somme 
dont chaque terme est le produit de deux fonctions dépendant respecti- 
vement de co et co, , cette comparaison, dis-je, conduirait i d'autres con- 
séquences sur lesquelles je n'insisterai pas. 

La formule (3) montre que l'on a : 

/: = !'./',. 

les / étant des fonctions entières des v^ et cette formule définit une 
substitution linéaire L qui appartient au groupe adjoint. 

On peut se proposer inversement de calculer les v connaissant la 
substitution L. Cela n'est pas toujours possible, cela ne peut se faire 
que si le groupe ne contient pas de transformations distinguées, c'est-à-dire 
permutables à toutes les transformations du groupe. S'il en est autrement, 
tout ce qu'on pourra faire ce sera de calculer les t^^. 

Le calcul repose sur les principes suivants. Considérons l'équation: 

A. — ^""' L ... Kr 

Il ^-^ / 



(5) *(0 = 



= o. 



Soient ßi, les mineurs de ce dtterminant, de telle façon que : 

La puissance a*^'"'^ de la substitution linéaire L sera évidemment don- 
née par la formule : 

l'integrale étant prise le long d'un contour enveloppant une fois, et une 
seule, chacune des racines proprement aisiincies de l'équation (5). Voici 
ce que j'entends par là. L'équation (5) admet une infinité de racines, 
mais toutes ces racines peuvent se déduire d'un nombre fini d'entre elles, 
car <I> ne change pas quand on augmente Ç d'un multiple de 2 w ^ — i. 
Je ne considérerai donc pas conune proprement distinctes deux m* 
eines différant d'un multiple de 2 7: ^ — i et je supposerai que noot 
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contour est tracé de façon à ne pas envelopper à la fois ces deux 
racines. 

La formule (6) est vraie quel que soit a , entier, fractionnaire, etc. ; 
supposons a infiniment petit. Alors la puissance a^"« de la substitution L 
se réduit à 

D'autre part, en vertu de la formule (6) elle se réduit à 



d'où 



Cette formule nous montre d'abord que lesi^. ne sont pas tou- 
jours des fonctons un formes des /. En effet, notre contour d'intégra- 
tion doit envelopper une fois, et une seule, chacune des racines proprer 
meni distinctes de (5). Mais cela ne suffit pas pour déterminer ce contour 
et par conséquent les b.. . Si, en effet, on remplace une des racines par 
cette racine augmentée d'un multiple de 2 w)/ — i, on obtient un con- 
tour différent qui conduit à une valeur différente de b.^. 

Comment maintenant pourra-t-il arriver que les b.. deviennent in- 
finis, ou, plus généralement, cessent d'être des fonctions holomorphes 
des /? 

Il est clair que, tant que le contour n'ira pas passer par un des 
points singuliers de la fonction sous le signe intégral, c'est-à-dire par 
une des racines de (5), les b resteront des fonctions holomorphes des /. 
Mais on pourra toujours maintenir ce contour à distance de ces racines, 
à moins que l'une de ces racines ne devienne infinie ou que deux de 
ces racines ne viennent à se confondre ; et encore faut-il que les deux 
racines qui se confondent ainsi soient primitivement l'une à l'extérieur 
du contour, l'autre à l'intérieur. C'est alors, en effet, que le contour 
pris entre deux feux ne peut plus fuir devant les racines, et qu'en gé- 
néral les b cesseront d'être des fonctions holomorphes des /. 

Cela peut encore s'énoncer autrement. Les racines de (5) ne sont 
autre chose que celles de l'équation de Killing augmentées d'un mul- 
tiple arbitraire de 27c/ — i. Notre contour doit envelopper toutes les 
racines de l'équation de Ku-ling et laisser en dehors toutes les autres 
racmet ^ pour que les b restent des fonctions 



$2i H. POINCARÉ« 



holomorphes, il suffit qu'une racine de l'équation de Killing (qui doit 
être intérieure au contour) ne se confonde pas avec une racine de (5) 
n'appanenant pas à l'équation de Kilung (et qui doit rester extérieure 
au contour) : Les b seront donc des fonctions holomorphes des l, à moins 
que deux des racines de Véquation de Killing ne diffèrent d'un multiple de 
it: y — I autre que x/rOy ou que Vune de us racines ne devienne infinie. 

Nous sommes donc conduits à distinguer parmi les substitutions linéai- 
res finies du groupe adjoint certaines substitutions singulières, qui jouis- 
sent de cette propriété que deux racines de l'équation de KnxiNG, sans 
être égales, diffèrent d'un multiple de iic^ — i. 

En général, pour ces substitutions singulières, les b considérées comme 
fonctions des / seront infinies; c'est-à-dire que ces substitutions singu- 
lières ne seront pas une puissance d'une substitution infinitésimale du 
groupe. Mais il pourra se faire aussi que les b soient des fonctions in- 
déterminées des /, de sorte que la substitution singulière sera une puis- 
sance d'une infinité de substitutions infinitésimales différentes. 

La distinction entre les deux cas se rattache i la théorie des « Ele- 
mentartheiler » ; formons les équations différentielles linéaires : 

dt -^'«/S- 

On sait quelle est la forme de l'intégrale générale de ces équa- 
tions ; on a : 

0) étant Tune des racines de l'équation 

<l> (w) = o 

et P(t) un polynôme en t dont le degré est, au plus, égal à [t — i, si 
0) est une racine d'ordre (/.. 

Dans le cas d'une substitution singulière, deux racines de l'équation 
<I>(a)) = o, ordinairement distinctes, viennent à se confondre. Soient 
Wj et (ù^ ces racines, (jl^ et [l^ leur ordre, P^ (t) et P^ (/) les polynômes 
correspondants dont l'ordre est, au plus, (/.^ — i et (a^ — i . 

Quand les racines se confondent, on a une racine w^ d'ordre [^, + p-,, 
de sorte que les deux termes 

seront remplacés par un terme unique : 

QQK'', 
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OÙ Q peut être de degré (^, + (^^ — i, mais peut être aussi de d^ré 
moindre. 

Si le degré de Q ne dépasse pas celui de P, (ou celui de P^ , si P^ 
est de degré plus grand que P,) les b sont des fonctions indéterminées 
des /. Dans le cas contraire, les b deviennent infinis. 

Nous devons aussi réserver le cas des substitutions que j'appellerai 
singulières de la 2^' sortey c'est-à-dire de celles pour lesquelles une des 
racines Ç de l'équation de Killing devient infinie ; pour cela il faut que 
l'une des racines e~^ de l'équation (5) soit nulle ou infinie. Elle ne 
pourra devenir infinie si les / sont finis; il faut donc qu'elle devienne 
nulle, c'est-à-dire que le déterminant des / soit nul. C'est ce qui caracté- 
rise les substitutions singulières de la 2"** sorte. 

Quelques exemples feront d'ailleurs mieux comprendre la nature 
des différentes sortes de substitutions singulières et justifieront ce que je 
viens de dire au sujet de la distinction des cas où les b sont, soit in- 
finis, soit indéterminés. 

Reprenons notre substitution L et son équation caractéristique: 

*(S) = o. 

Si nous considérons les v comme les coordonnées homogènes d'un 
point dans l'espace à r — i dimensions, lious pouvons nous demander 
quels sont les points, ou les variétés planes à q dimensions qui ne sont 
pas altérés par la substitution L. Dans le cas général, où l'équation 
caractéristique a r racines distinctes, il y a r points qui sont conservés 
ainsi que les variétés planes à q dimensions définies par çf -f- i quelcon- 
ques de ces r points. Soient S^ , S^ , . . . S^ les r racines. A chacune de 
ces racines S,, correspondra un point Af^ inaltéré par L. Si deux raci- 
nes S, et S, viennent à se confondre, il arrivera en général que les deux 
points Mj et M, tendront à se confondre et que la droite M^M^ ten- 
dra vers une droite D qui sera également inaltérée par L. En général le 
point Af , = Af j sera le seul point de D qui sera inaltéré ; la substitu- 
tion sera dite alors parabolique ; mais il peut arriver aussi que tous les 
points de D soient inaltérés par L. 

Étudions maintenant les b comme fonctions des /; ou, ce qui re- 
vient au même, étudions les puissances fractionnaires L* de L. Soit Ç,. 
la racine de Killing qui correspond à 5,. , de telle sorte que S- = e"^». 
Si l'équation caractéristique n'a pas de racine multiple, il n'y a pas de 
difficulté; il n'y en a pas non plus si S, devenant égal à S^, Ç, est égal 

FëUrm9f t. XV (190t). — Sumpato il aa giugno 190X. 4a 
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à Ç,. H reste donc à examiner le cas où Ç, est égal i Ç^ plus un mul- 
tiple de 2 t: / — I , de telle sorte que S^ soit égal à S^ . 

Si L est parabolique, on ne pourra pas former la substitution Z*. 
Si cette substitution existait en effet, aux deux racines distinctes Ç^ et l^ 
correspondraient deux points distincts M^ et Af, qui devraient être inal- 
térés par L* et par conséquent par L. Or il n'en est pas ainsi puisque le 
seul point inaltéré de D est le point M, = Af^. Les équations qui don. 
nent les b sont donc impossibksy c'est-à-dire que les b sont des fonctions 
qui deviennent infinies. 

Dans le cas où tous les points de D sont inaltérés, il n*en est pas 
de même. 

Choisissons, en effet, sur D deux points quelconques M, et Af ^ . Il y 
aura une substitution L*, et une seule, qui conservera ces deux points 
inaltérés, les racines de Killing ayant pour valeurs Ç, et Ç^; L sera une 
puissance de cette substitution. On pourra donc résoudre le problème 
d'une infinité de manières. C'est le cas d*indélerminaiion. 

Voyons encore le cas d'une racine triple S^ = S^ = S^. Si trois 
racines S,, S,, S^ tendent à se confondre, les trois points inaltérés 
M , , M j , M j tendent aussi en général à se confondre, les trois droites 
M^M^y MjAf, , AfjAf^ tendent vers une limite commune D, le plan 
Af j Af j Af j tend vers un plan P. 

En généra], le plan P étant invarûmt, la seule droite invariante de 
P est Dy le seul point invariant de P est A/, = Af ^ = Af ^ . On verrait 
comme plus haut que nous sommes encore dans un cas d'impossibilité 
(sauf si les trois racines de Killing l^, $^, E ^ sont égales, cas où il n'y 
a pas de singularité). 

Il peut se faire aussi qu'il y ait dans P une droite /), et une seule, 
dont les points sont invariants, et sur D un point, et un seul, tel que 
toutes les droites de P qui passent par M soient invariantes. 

Nous aurons alors impossibilité si les trois racines de Killing sont 
distinctes, indétermination si deux de ces racines sont égales, la troisième 
en différant d'un multiple de 2 t: j^ — i ; et enfin il n'y aura pas de 
singularité si les trois racines sont égales. 

Il peut arriver enfin que tous les points et toutes les droites de f 
soient invariants; on retombe alors sur le cas d'indéterminatkm. 



aUELaUES REMARaUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 33 1 

§ III. — Formation du groupe para/métrique. 

J'avais donné en outre une seconde formule d'une forme analogue 
mais entièrement nouvelle. Supposons que Ton ait : 

V = ly,X,, T=ZhX,, dF=Zdv,X,, 
les / étant infiniment petits. Nous pourrons écrire : 

et d'autre part : 

Les intégrales doivent être prises le Long d'un contour enveloppant 
toutes les racines de l'équation de Kilung F (;) = o ; pour l'intégrale (2), 
le contour est assujetti en outre à ne pas envelopper les racines de 
1 — e""* = o, la racine zéro exceptée. 

La formule (2) nous apprend en outre que les substitutions du groupe 
G, ou plutôt de sa « Parametergruppe » peuvent être mises sous la 
forme : 

Que signifient ces trois formules et d'abord la formule (i)? 
Les / sont des fonctions linéaires des dv et les coefficients sont de 
la forme suivante : 

^p(j^p) ^^ •^/>(^/) ^^"^ ^^^ fonctions rationnelles de o) et des v. Le 
dénominateur commun de K. et de S est un polynôme homogène de 
degré r, divisible par wJJ, si (o est une racine d'ordre [l. Le numérateur 
de ii est un polynôme homogène de degré r — i ; celui de S^ est un 
polynôme non-homogène de degré r — 1 dont les termes du degré le 
moins ékvé sont de degré r — [l. 

Il y a encepdon pour la racine a>^ = ; pour cette racine les deux 

livent être réunis en un seul; le dénomina- 

de degré r — [l par rapport aux v , si 

"^teur est un polynôme non-ho- 
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mogène de degré r — i, dont les termes du degré le moins élevé sont 
d'ordre r — [l. 

Que nous apprend maintenant la formule (2)? 

Elle montre que les dv sont des fonctions linéaires des L Elle nous 
apprend aussi quelle est la forme des coefficients de ces fonctions linéai- 
res qui sont en même temps les coefficients des -^-^ dans les expres- 
sions des Xi(J)[voir formule (3)]. 

Soit 

et D Qa^ la y*"** dérivée de D^(a)) par rapport ào)^; nos coefficients 
seront de la forme : 

ßl » Qpi • • • Qp ^tant des fonctions rationnelles homogènes des v et 
de (a dont le dénominateur conmiun est d'ordre r — [t et dont les nu- 
mérateurs sont d'ordre 

r — [t-fi, r_^-|-2, ... r. 

Pour la racine o) = o, la même formule pourra être conservée, 
seulement les D^(<ù^) devront être remplacés par l'unité et les degrés 
des numérateurs des Q devront être abaissés d'une unité. 

Nos coefficients seront donc des termes de l'une des deux formes 
suivantes : 

1° Une fonction rationnelle des v (provenant de la racine w^ = o). 

2° Une puissance négative de i — e'^P multipliée par une fonction 
rationnelle des v et de w^. 

Un exemple simple fera d'ailleurs mieux comprendre la portée de 
cette formule (2). 

Considérons le groupe des rotations d'un corps solide autour d'un 
point fixe. 

Soit une rotation d'un angle 26 autour de l'axe de cosinus direc- 
teurs a, P, y; nous pouvons la représenter, en employant la notation 
des quaternions, par les quatre paramétres : 

>. = cos 6, [ii = asinö, v = ßsinö, p = YsinO. 
Mais nous pouvons également la représenter par les trois paramétres: 

Si alors t^f t^, t^ représentent les paramètres d'une rotation infiniment 
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petite, si X, {A, V, p ou V,, Vj, Vj définissent, non seulement une ro» 
tation finie, mais l'orientation où cette rotation finie amène le corps so- 
lide en partant de son orientation initiale, cette orientation variera si le 
corps subit la rotation infiniment petite /, , *, , t^, de sorte que les X et 
les V subiront des accroissements <iX et dv. La théorie des quaternions 

nous donne : 

dX = — fit, — v<, — p/j, 

di>.= X<.-p/, + v/,, 

d»= pt,-f.X/,-|*t,, 

dp = -v<.-|-^/, + Xt,. 



On en déduit : 
d'où 



j ftj I jft ^àiL , eacosÖdX 



sin 



ànÔ ' 



dv, = t, [6 cotg e (i — a') -f a'] 

+ <3b. + «rO-öcotgO)]. 

Comparons ce résultat avec ce que donne la formule (2). Nous 
aurons : 

V 0/ , - d/ , d/ df 

V ^/ àf ,,df , df 

^a = - ^TT - P-TlT + ^77 + l^-^"' 



d\ 



di». 



d'où 



df , df 8/ , - df 

' ' ax ' fl(A "^ dv ' dp ' 



L'équation de Killing s'écrit: 



(X.XJ = 2X, 



^(0 = 



— Ç — 2 V, 2 v, 

2V, 



— 2 V, 



— Ç — 2V, 
2 V, — Ç 

elle admet trois racines, qui sont o et ^2ib. 
On a: 



o; 
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et la formule (2) donne : 

Les résidus sont : 
1° pour la racine o : 

2** pour la racine — 216: 

_ / 4W-Q' ) _ , 4 (t^.t;, + 11^36) _ 4(t;, t;3 — ft;^Q) 
» 4ie(i — e-^) ' 4te(i — «>«^) 'î 4te(i —e^'^O " 

f pour la racine 2 j 6 : 

• 4 ie (e->»ö — I) ^4 i 0(e-'»-« — i) 3 4",e(r-'»^ — i) • 

En faisant la somme on trouve : 
1° pour le coefEcient de /, : 

2° pour le coefficient de t^ : 

3° pour le coefficient de i^ : 

a Y + £-i-^^ ^_,.o _ ^ + r, = ay - e cotgÔ.ay + v^ . 

On retrouve donc bien par la formule (2) les résultats auxquels 
conduisait la théorie connue des quaternions. 

Si nous avons, comme nous Tavons supposé plus haut, 

(y cT = e^^-^y 
et si nous supposons 

e étant une constante infiniment petite, les deux substitutions F et T 
seront permutables, de sorte qu'on aura aussi : 

dV = tV. 

Si donc les équations linéaires qui lient les dv aux / s'écrivent: 
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il viendra : 

(4) Vf = Zf'k. Ni- 

cest là une relation importante à laquelle les fonctions V^^ devront 
satisfaire identiquement et qu'il est d'ailleurs aisé de vérifier sur l'exem- 
ple simple que nous venons de traiter. 

Dans le § précédent nous avons donné les équations du groupe 
adjoint; dans celui-ci nous donnons celles de la « Parameter gruppe ». Il 
est aisé de voir quelle relation il y a entre ces deux groupes. 

Soit e^' y e^ y e^ trois transformations du groupe G: la première 
finie, les deux autres infinitésimales. Posons 

eVer = e^^^\ 
la transformation qui change les v. en v^ -j- àv^ appartient à la « Para- 
metergruppe », je continue à l'appeler e^; c'est d'ailleurs la transfor- 
mation 

où les Xj(f) sont définies par la formule (3). 
Posons encore : 

La transformation qui change les v. en v\ appartient au groupe 
adjoint; je la représenterai par e^° pour ne pas la confondre avec la 
transformation correspondante e^ de la « Parametergruppe ». Soit ensuite : 

je vois que la même transformation linéaire e^° , qui change les v^ en v\ , 
change les /. en i'. et les. dv^ en dv\; et par conséquent les v. -|- tf v. en 

On aura aussi : 

d'où : 

c'est-à-dire que la transformation i^\ qui appartient à la « Parameter- 
gruppe » change les v\ en v\ -j- dvj. 

Il est donc indifférent de faire subir aux v. , d'abord la transforma- 
tion e^° qui les change en vj, puis la transformation e^' qui change les 
v\ en v[. -{- dt/. ; ou de Cur ** * H la transformation t^ qui change les 
v^ en v^ -|- d*" t change les v. -(- dv. en 
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v| 4" <^*'.' > '^^ V^ s'écrit : 
ou 

ou, puisque les substitutions sont infînitésiir.ales, 

D'autre part, l'équation 

eT' = c-UeTtU 
nous donne : 

r = r + cri;), 

d'où: 

(5) (TUJ = iTU). 

Pour rintelligence de cette formule (5) il importe de se rappe- 
ler que 

T=XUX,<J) et C7=I«,X,(/), 

où les Xj sont donnés par la formule (3), tandis que les t^ et les n^ 
sont des coefficients constants. Quant à C/,, il est de la forme: 

où 

les Zj^. , étant des fonctions linéaires des v. 

C'est ce qu'on peut encore exprimer de plusieurs autres manières. 
Reprenons les équations : 

Faisons subir aux v, aux t et aux dv une même substitution linéaire 
appartenant au groupe adjoint; soient v\ /', dv' ce que deviennent les 
Vy les t et les dv par suite de cette substitution. Soit T^. ce que devient 
Ti^. quand on y change les v en v'; des équations proposées on pourra 
dtduire alors: 

Ou bien encore, considérons l'expression 

C'est une forme bilinéaire par rapport aux u et aux t dont les 
coefficients sont des fonctions des v. Cette forme ne sera pas altérée 
quand on fera subir aux v et aux t une substitution linéaire du groupe 
adjoint, et aux u la substitution linéaire contragrédiente. 
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La formule (5) peut aussi s'interpréter comme il suit. L'ensemble 
des transformations du groupe adjoint et de la « Parametergruppe » en- 
gendre aussi un groupe T, et dans ce groupe r la « Parametergruppe » 
est un sous-groupe invariant, et en effet (TU) fait aussi partie de ce 
sous-groupe. 

Nos formules (i), (2) et (3) nous suggèrent encore différentes 
remarques qui nous seront utiles dans la suite. 

Supposons que notre groupe G admette un certain nombre de 
transformations infinitésimales distinguées, c'est-à-dire permutables à toutes 
les transformations du groupe. Soient X^^^ , X^^ , • . • X^ ces transfor- 
mations que j'appellerai pour abréger les X", tandis que les autres trans- 
formations X, , Xj , ... X^ s'appelleront les X'. Comme au dernier § 
du Mémoire cité de Cambridge, j'appellerai les t' et les v' ceux des 
coeflScients t et v qui affectent les X', et les t" et les v" ceux qui af- 
fectent les X", et je poserai par exemple: 

r=r + v'\ p = X v' ^'y ^" = Z v" X". 

Si nous envisageons alors le déterminant de Killing nous verrons 

que les r — m dernières colonnes sont entièrement composées de zéros 

sauf les termes de la diagonale principale qui se réduisent à — Ç. Il en 

résulte que 

Pi • p.. I 

p^ = (j > m, i y6 /), p^ = -ç- (î > m). 

La formule (2) nous donne alors, pour t > m : 

C'est d'ailleurs ce qui est presque évident; car F" et T" étant per- 
mutables à toutes les substitutions du groupe, on a (pour T' = 6): 

e^^^ = e^ cT^ = e^ e^" = e^-^^", 
d'où: 

dV=T\ dV' = o, dr'=r'; 

ce qui équivaut à la formule que nous venons de trouver. 
Cela posé, je reprend la formule 

et je dis que les dv ne peuvent jamais s'annuler tous à la fois. Si cela 
arrivait en effet, on aurait ti F = o, d'où : 

e^ = e^eT, 

Cire Matêm, PûUrm; t. XV (1901). — Sumpato il 24 giugno 1901. 43 
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et si U esc une substitution quelconque du groupe 

en posant 

e-y Ue^ = U' 
cela devient 

Mais U' est une substitution quelconque du groupe. En eflfet, quelle que 
soit U' nous pourrons toujours poser 

puisque U est arbitraire. La formule précédente signifie donc que T est 
une transformation distinguée, ou, avec nos notations, que T = T'\ 
Mais on ne peut avoir (à moins que T ne se réduit à zéro) : 

r=r', dV = o; 
car nous avons vu plus haut que pour T = T" on a 

dv= r\ 

La proposition est donc démontrée. 
Soit maintenant 

On peut se demander dans quels cas les v cessent d'être des fonctions 
holomorphes des u et des tu. 

A trois transformations e^\ ^"', e^ correspondent trois substitutions 
linéaires du groupe adjoint ; soient A^ , A^ , L ces trois substitutions. 
Soient y^j y V.j y l;. leurs coefficients. Il est clair que L sera la résul- 
tante de A^ et de A^ et par consequent que les l sont des polynAmcf^ 
du i'' degré tant par rapport aux 1° que par rapport aux 1\ 

La formule (3) du § Il nous apprend que les î.*" et les >/ sont des 
fonctions entières des u et des zv; il en est donc de mémede^ L D'autre 
part, la formule (7) du § Il et la discussion de cette formule qui ter- 
mine ce môme paragraphe nous apprend que les ^^^ ne cessent d'être 
des fonctions holomorphes des / que quand L est une subsciciirion sin- 
gulière. Si donc cette dernière circonstance ne se présente pas, les fr||Sont 
des fonctions holomorphes des u et des w. 

Distinguons maintenant parmi les v ce que nous venons 
les v' et les v". Les b.^y comme je viens de Texpliquer, ne 
que des v' et pas des v": ce sont d'ailleurs des fonctions 
v\ La connaissance des ^^ en fonctions des u et des w 
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donc un certain nombre d'équarions linéaires entre les v\ Il reste à sa- 
voir si ces équations suffiront pour déterminer les z;', c'est-à-dire si les 
déterminants formés à l'aide de ces équations ne seront pas tous nuls. 
Si cela arrivait c'est que les b.^ reprendraient les mêmes valeurs 
pour deux systèmes différents de valeurs des v\ c'est-à-dire qu'il wdste- 
rait deux transformations 

^. = ^; + r. ^, = ^; + r 

(sans que V[ soit égal à F'J et telles que l'on ait, «quel »que soit T, 

(r.r) = (r,r); 

et comme 

(H T) = iV: T) = o, 
on aurait 

(r;r) = (F;T), 

OU 

(r;-r;,r) = o; 

c'est-à-dire que V[ — V[ serait une transformation distinguée ; ce qui 
est impossible, puisque V[ et V[ sont supposés correspondre à des va- 
leurs différentes des v\ 

Donc nos déterminants ne sont pas tous nuls ; donc de nos équa- 
tions linéaires nous tirerons les v' en fonctions holomorphes des u et 
des w. 

J'ajouterai que les V* et les \\ et par conséquent les v\ dépendent 
seulement des u' et des «/', et pas des «" et des «/". 

Passons maintenant aux v" \ nous avons, d'après la formule (i), 

ou, en posant 

Je suppose que les indices i, 2, ... m correspondent aux transfor- 
mations non distinguées, c'est-à-dire aux v', aux u' et aux «/', et que 
les indices m -f- i, m -f- 2, . . . r correspondent aux transformations dis- 
tinguées, c'est-à-dire aux v", aux u" et aux w". Soit d'abord i > m; 
alors, si y > m , le rapport 

fi/ 



m 
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sera égal à zéro ou à -y- , suivant que i est différent de ; ou ^1 à ;. 

En tout cas le terme correspondant de l'intégrale est nul, la fonction 
sous le signe intégral étant une fonction entière de $. 

Nous pourrons donc ne conserver dans le second membre que les 
termes en dv. où ; < m -f- i, c'est-à-dire les termes qui dépendent des 
dv', et écrire : 

Ceue formule est tout à fait équivalente à la dernière formule de la 
page 254 du Mémoire cité de Cambridge. 

Le second membre ne dépend que des v'; ce doit être une diffé- 
rentielle exacte, soit dS.(y\ , t;^ , ... v'^). 

L'équation (6) nous donne alors : 

v'I = u>'; -eXv\, v:, ... v'J-^ const. 
Pour w= o on doit avoir t; = «, ce qui détermine la constante, 
et il vient: 

(7) t;;' = «;;'+«:'-e,(t;;, t;;, ... o + öi«, «;, ... o. 

Comment les v" pourraient-ils cesser d'être fonctions holomorphes 
des u et des tu ? 

J'observe que $ ^ ($) est une fonction entière de ;. Donc, en vertu 
d'une remarque faite à la page 238 du Mémoire cité de Cambridge, les 
dérivées 

de, 

dv) 
seront des fonctions entières des v\ Il en sera donc de même des 0. . 
Donc les v" ne pourront cesser d'être des fonctions holomorphes que 
si les v' cessent eux-mêmes de l'être, c'est-à-dire si la substitution L est 
singulière. 

En résumé : les v seront des fonctions holomorphes des u et des w, à 
moins que la substitution L ne soit singulière. 

Quand je dis singulière je veux dire singulière de la i"* sorte; le 
cas de ce que j'ai appelé, à la fin du § précèdent, substitutions singulières 
de la 2*** sorte, ne se présentera jamais. Et en effet ce serait le cas où 
la déterminant de la substitution L serait nuL Or cela n'arrivera pas 
puisque c'est le produit des déterminants des deux substitutions compo- 
santes A^ et A, , qui sont tous deux différents de zéro. 
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§ IV. — Groupes de rang zéro. 

Il y a un cas où les formules se simplifient considérablement, c'est 
celui où l'équation de Killing a toutes ses racines nulles, c'est-à-dire 
celui où le groupe G est de rang nul. Dans ce cas, F($) se réduisant 
à ( — Ç)*' l'intégrale (3) du § Il prend la forme suivante: nous avons 
sous le signe intégral, au numérateur c~^ multiplié par un polynôme 
entier par rapport aux v et à Ç, et au dénominateur $*'. 

Il en résulte que les coefficients de la substitution linéaire du groupe 
adjoint qui change T en V seront des polynômes entiers par rapport 
aux V. 

Les formules (i), (2) et (3) du § III subissent des simplifications 
analogues. Les fonctions sous le signe intégral se réduisent en eflfet à 
des polynômes entiers par rapport aux t; et à $, divisés par ÏJ et mul- 
tipliés par l'une des deux fonctions 

n résulte de là que les t sont des fonctions linéaires des dx; et les 
dv des fonctions linéaires des /, et que les coefficients de ces deux subs- 
titutions linéaires inverses sont des polynômes entiers par rapport aux v. 

On en conclut immédiatement ^ue le déterminant de l'une ou de 
l'autre de ces substitutions linéaires se réduit à une constante. En effet, 
ce déterminant est un polynôme entier par rapport aux v ; et comme les 
coefficients de la substitution inverse sont aussi des polynômes, il faut 
que ce déterminant divise tous ses mineurs du i*' ordre. Il divisera donc 
aussi toutes ses dérivées partielles du i" ordre; et cela n'est possible 
que s'il se réduit à une constante. 

La formule (3) nous apprend donc que l'on a : 

les W^j étant des polynômes entiers par rapport aux v. 

Ces polynômes jouissent d'une propriété intéressante; si en effet 
on i 

t étant une conMi*^ ' nerite, les deux transformations Tet T 
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sont permutables, de sorte que Ton a : 

dt\ = /. = tv. . 
Or 

Donc on a identiquement: 
(i) '^fV^.v, = v,. 

D'autre part, les transformations X- doivent engendrer un groupe. 
Donc les crochets (X. X-) doivent être des combinaisons linéaires des X^ . 

Soit m le plus grand degré des polynômes IV^. , et soit fVJ^. l'en- 
semble des termes de degré m de IVj^- , et en général fVl. l'ensemble 
des termes de degré q. 

Soit 

Considérons le crochet (XJ* XJ) ; ce crochet représentera l'ensemble des 
termes de degré 2m — i dans le .crochet (X. X'y). 

Supposons d'abord m> i. Le crochet (X. X), qui est une combi- 
naison des X, , ne contient pas de terme de degré supérieur à w, et 
comme 2m — i > m il faut que 

Cela veut dire que les transformations X^ engendrent un groupe G" 
dont toutes les transformations sont permutables. 
D'autre part, la rebtion (i) nous donne: 

Cela veut dire que h transformation 

du groupe G"* n'altère pas le point : 

^^ = Ky '^2 = K> -' '^r = Ky 
ni d'ailleurs aucun des points : 

^, = >^/, ,!', = >/,, ... V, = >^, 
quelle que soit la constante X. 

Cela nous avertit déjà que le groupe G* est intransitif. En effet, 
un point quelconque étant inaltéré par oo" transformations, les oo*' trans- 
formations du groupe ne pourront transformer ce point qu'au plus en 
oo''-' points différents. 
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Avant d'aller plus bin, signalons quelques-unes des propriétés du 
groupe G*" et des fonctions tVJ^- . 

Nous avons vu au § précédent que si 

est une substitution de notre groupe G ; si 

u=yu,x,(f) 

est une autre substitution de ce môme groupe, et U^ la substitution 
correspondante du groupe adjoint, on a la formule 

(rf7„) = (rc7). 

Comme {TU) appartient aussi au groupe G, nous pouvons poser : 
Nous poserons : 

en définissant comme plus haut les fonctions W^J. et les sjrmboles XJ . 
On aura alors : 

Or P et r'' sont homogènes de degré q par rapport aux v, U^ 
(comme appartenant au groupe adjoint dont toutes les substitutions sont 
linéaires) est homogène de degré o par rapport aux Vy et par conséquent 
(r° (7j) est homogène de degré q^ de sorte qu'on aura : 

et en particulier : 

Cela signifie que le groupe G*" est permutable aux substitutions du 
groupe adjoint. 

Cherchons maintenant les invariants du groupe G"*. 

La condition nécessaire et suffisante pour que le point v, , v^y ... v^ 
ne soit pas altéré par la substitution T*", c'est que l'on ait : 

(3) lfv:,h = o. 

Ce sont des équations linéaires par rapport aux /, et le déterminant 
de ces équations est nul comme le prouvent les relations (i *''*). Ces 
équations (3) déterminent les points qui ne sont pas altérés par la subs- 
titution r*". Je remarque que l'ensemble de ces points ne sera altéré 
par aucune des transformations de G*", je veux dire que ces transfor- 
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mations transformeront ces points les uns dans les autres. Si, en effet, 
M est un point inaltéré par T"*, et si e" est une substitution quelcon- 
que du groupe G*", qui change Af en M, , le point M, sera inaltéré 
par la transformation e"'^ T'* e", c'est-à-dire par T" puisque les subs- 
titutions du groupe G" sont permutables. Donc e'^ change le point M 
inaltéré par T*", en un autre point inaltéré par T"*. c a. F. d. 

Revenons aux équations (3). J*ai dit que le déterminant était nuL 
Supposons que les mineurs des k — i premiers ordres soient tous nuls 
également, mais que ceux du jt* ordre ne soient pas tous nuls à la fois. 
Conservons alors r — h des équations (3) ; les autres en seront des 
conséquences et adjoignons-y h — i équations linéaires quelconques 
i coefficients constants entre les L Nous aurons ainsi r — i équations, 
qui détermineront les rapports des /j d'une manière, et d'une seule, et 
la substitution 

n'altérera pas le point v, , v^ , ... v^; cette substitution et ses puissan- 
ces seront d'ailleurs les seules substitutions du groupe G*" qui n'altèrent 
pas ce point et qui satisfassent à nos h — i équations linéaires à coef- 
ficients constants. 

De nos équations nous tirerons les rapports des t^ en fonctions 
des V, Si une substitution quelconque du groupe G*" change les v en 
v\ les transformations qui n altèrent pas le point v] devront être les 
mêmes que celles qui n'altèrent pas le point v. . Donc nos r — i équa- 
tions doivent encore donner les mêmes valeurs des rapports des t^ 
quand on y remplacera les v par les v\ En d'autres termes, les rapports 
des /j tirés de nos équations devront être des invariants du groupe G". 

Nous pouvons, pour former nos /; — i équations supplémentaires 
à coefficients constants, nous borner à égaler à zéro h — i des para- 
mètres /j . Dans ce cas les autres /^ sont entre eux comme des mineurs 
d'ordre /; de notre déterminant. 

En résume : ics rapports des mineurs d'ordre h du déterminant des 
équations (3) sont des invariants du groupe G*". 

Le nombre des invariants distincts du groupe G*" doit être préd- 
sémenr /; ; car notre groupe contient 00 *" transformations. Chacun des 
co*' points v^ , v^y ... i\ de l'espace demeure inaltéré par c»* transfor- 
mations ; il peut donc être changé en oo*^"^ autres points de l'espace. Il 
y a donc /; invariants, et h seulement. 
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J*ai dit plus haut que le déterminant des JT.j se réduit à une cons- 
tante. Il est aisé de voir d'abord que cette constante est égale à i. On 
a en eflfet (i) : 

et par conséquent, en égalant dans les deux membres les termes du i*' 
degré, 

d'où l'on déduit: 

ce qui montre que quand les v s'annulent, c'est-à-dire quand les JT-^se 
réduisent aux IV°^ , le déterminant se réduit à i. Comme ce détermi- 
nant est une constante, il est toujours égal à i. 

Voyons quel sont ses mineurs. Si la formule (i) du § précédent 
s'écrit : 

nous avons vu que les U^^ sont des polynômes et, le déterminant étant 
égal à I, ces polynômes ne sont autre chose que les mineurs en que- 
stion. 

Comparons maintenant les formules (i) et (2) du § précédent. 
Nous verrons que les polynômes fV^. et U^. , sont les uns et les autres 
les résidus d'une certaine intégrale et que les quantités sous le signe 
intégral diffèrent seulement par un certain facteur, qui est 



pour l'une des intégrales et 



pour l'autre. Développons donc ces deux facteurs : 
Soit 

F(0 = Ç', P.y=ZP,y $'-'-"; 

P^. sera un polynôme homogène de degré m par rapport aux v. 

Nous avons défini plus haut IV^^ . De même, f/J,. sera l'ensemble 
des termes de degré q du polynôme [7^. ; nous trouvons alors : 

(4) 2^V=^i ui =fdux^,^')ni-^-', 

(5) 2 If f^=7 fl"' '^ • • "^ " -»^ P/^ $-'-; 

Xrnd. Ck€. ÎUtm. M 44 
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d'où : 

W — A P^ W^ — B P^ 

Les deux polynômes homogènes [7jJ. et W^J. ne diflFèrent donc que 
par un facteur constant facile à déterminer. 

Entre les éléments fVj^. de notre déterminant et ses mineurs Uj^- 
nous avons les relations bien connues : 

En égalant les termes du degré le plus élevé, il vient: 

quels que soient i et ; ; et puisque U^. ne diffère de fVj^. que par un 
faaeur numérique constant: 

De là une propriété remarquable du groupe G". Considérons un 
point particulier 

et cherchons parmi les transformations du groupe G*" celles qui con- 
servent ce point v° . Soit tV^^ ce que devient fVJ^. quand on y rempbce 
les V. par les v° . Les substitutions cherchées seront données par les 
équations : 

lesquelles, en vertu de la formule (6), admettent pour solutions : 

(7) h=f^: = 1, 2... .r> 

Combien, parmi les solutions ainsi obtenues, y en aura-t-il de dis- 
tinctes ? 

Le déterminant des tV est, comme nous l'avons dit, nul ainsi que 
ses mineurs des /; — i premiers ordres. Cela fera donc r — h solutions 
distinctes. Comme le problème en comporte /;, on devra avoir : 

de sorte que h est au moins égal à — . 

La relation (6) nous montre encore que si les dv. satisfont aux 
relations 
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qui définissent le groupe G*", on aura : 
(8) Zff'7,dv, = o. 

Les équations (8), dont r — h sont distinctes, peuvent être regar- 
dées comme les équations difFérentielles des invariants du groupe C". 

Mais la formule (6) n'est qu'un cas particulier d'une formule beau- 
coup plus générale. Soit, en effet. 

On déduira de là : 

(10) /^!" = Z^n.-, 

les Fjf étant des polynômes homogènes de degré q par rapport aux v, 
et on verrait, en raisonnant comme plus haut, que FJ. ne diffère de 
lyj. et de l/J^ que par un facteur numérique constant facile à calculer. 
Quant à la signification des h^'^\ elle est facile à comprendre. D'a- 
près ce que nous avons vu dans le Mémoire cité de Cambridge, si l'on 
pose: 

on aura : 

Si donc on change h^ en /?|** dans la formule (9), il faudra chan- 
ger Up en A-'"^*'; on a donc 

(11) h'r'' = l^h'^^v),. 

Comparons alors trois formules qui ne diffèrent des précédentes 
que par les notations : 

nous trouverons : 

S f'i n^ = ^r, 

ou, puisque les V ne diffèrent des fF que par un facteur constant : 

(6^") ^WlfVf, = Cf^'jr, 

C étant un facteur numérique dépendant de p et de q. 

Si p -{- q est plus grand que /», fVJj^^ doit être nul, de sorte que : 

formule dont Téquation (6) n'est qu'un cas particulier. 

La formule (6^'"*) nous donne un procédé simple pour former les 
polynômes H^. 
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On a en particulier : 
de sorte que des équations du groupe G*" : 

on pourra déduire : 

(8«0 Xffîiàv, = o, 

nouvelle forme des équations différentielles des invariants du groupe 
G*. On a, en particulier, 

Il est à remarquer que les équations (8) et (8^'*) ne sont que des 
conséquences des équations (8"'); car, en vertu de (6*^), 

Autre remarque : Nous avons vu plus haut que dans Texpression 
e =z c e 

dV ne peut jamais s'annuler. Si donc nous reprenons nos équations 
différentielles 

nous voyons que les r polynômes 

ne peuvent s'annuler tous à la fois, et cela quels que soient les coef- 
ficients arbitraires /^ , /^ , ... t^. 

Ou, pour employer le langage géométrique, les équations : 

représentent r variétés à r — i dimensions dans l'espace à r dimensions. 
Ces r variétés ne peuvent se couper qu'à l'infini. 

Ces équations différentielles peuvent d'ailleurs s'intégrer aisément, 
et nous allons voir quelle est la forme de l'intégrale générale. Soit 

et cherchons à exprimer les v en fonctions des u et des w. 

Soient A^ , Aj , L les substitutions linéaires du groupe adjoint cor- 
respondant aux transformations e^^ e^y (^\ soient X?y , \\. , /.. leurs coef- 
ficients. 

Les X?^. nous seront donnés en fonctions des Uy à Taide de la for- 
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mule : 




où p.. est ce que devient P. . quand on y remplace les v par les u ; car 
f ($) se réduit à ( — $)^ Le dénominateur est indépendant des u; le 
numérateur est un polynôme entier par rapport aux u. Donc les >.**sont 
des polynômes entiers par rapport aux n. 

De même, les V seront des polynômes entiers par rapport aux tu, 
de sorte que les / seront des polynômes entiers par rapport aux u et 
aux w. 

Calculons miiintenant les b.^ en fonctions des / à Taide de la for- 
mule (7) du § II; cette formule s'écrit: 

h - -' CÄLl^n 

car ^(jT^) se réduit à (i — e"^)'. Le seul facteur dépendant des / est 
ß. . , qui est un polynôme entier. Donc les b sont des polynômes en- 
tiers par rapport aux /, et par conséquent par rapport aux u et aux «/. 

Nous avons vu que les v' sont liés aux t.. par des équations li- 
néaires ; les v' sont donc aussi des polynômes entiers par rapport aux 
u et aux w. 

Reprenons maintenant la formule (6) du § III. Elle peut s'écrire: 

car F (;) = ( — $)^ Ici encore P-j est un polynôme entier par rapport 
aux v\ de sorte que le second membre est un polynôme entier par rap- 
port aux v'; on déduit de là, en revenant à la formule (7) du § III: 

< = < + «;'- e, (t;;) + e, («0, 

que 6. est un polynôme entier par rapport aux v'. 

Donc les î;" sont des polynômes entiers par rapport aux u et aux 
tu. Ainsi les v sont des polynômes entiers par rapport aux u et aux tu. 
C'est-à-dire que si l'on intègre les équations diflférentielles 

en cherchant à exprimer les t; en fonctions des «" ^es seront 

des polynômes entiers. 
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§ V. — Étude plus détaillée du groupe paramétrique. 

Reprenons Tcquation 

du § III et étudions de plus près les v regardés comme fonctions desu 
et des w. Nous conserverons aux lettres A^, , A, , L , X?^. , \]. , l.- la 
môme signification qu'à b fin du § III. 

Nous avons vu dans quel cas les b^^ cessent d'etre des fonctions 
holomorphes des / et par conséquent des u et des w\ examinons plus 
complètement les singularités qui peuvent se produire, et pour cela re- 
prenons la formule (7) du § II. Cette formule osi susceptible de sim- 
plification. 

Le contour d'intégration doit envelopper toutes les racines de l'é- 
quation de Killing en laissant en dehors ces mêmes racines augmentées 
d'un multiple de liiz. Nous pouvons donc supposer que ce contour est 
un rectangle dont l'un des côtés parallèle à l'axe des quantités réelles 
est très grand, undis que l'autre parallèle à l'axe des quantités imagi- 
naires est égal à lit:. 

Désignons par ^{/(;) la fonction sous le signe intégral. Si Tint 'graie 
prise le long des petits côtés du recumgle tendait vers zéro, quand les 
grands côtés tendent vers l'infini, notre intégrale 



/^ 



prise le long du rectangle entier, pourrait être remplacée par l'intégrale 



I 



prise le long du rectangle entier de l'un des grands côtés (par exemple 
le long de l'axe des quantités réelles). 

Les choses ne sont pas tout à fait aussi simples. Nous avons, en 
effet. 

Pour $ = -j- 00 , e~^ et par conséquent ^ (;) tendent vers zéro ; mais 
pour Ç = — 00 , c"^ tend vers l'infini. L'expression 
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est le quotient de deux polynômes de même degré en e~^; elle tend 
donc vers une limite finie et détermmée que j'appelle A. 
Modifions alors légèrement la formule (7); l'intégrale 






prise le long du rectangle est nulle, puisque à l'intérieur du rectangle 
le dénominateur ne s'annule que pour Ç = o, et qu'alors le numérateur 
s'annule. Je puis donc écrire : 

Je poserai 

et je vois que 6 tend vers zéro, aussi bien pour Ç = — 00 que pour 
Ç = -f- 00 . Alors si les grands côtés du rectangle sont très grands, l'in- 
tégrale (7**'*)» P'^^s^ 1^ lo"^& ^^5 P^^^ ^^^^^ ^^^ nulle. On aura donc : 

^. = -=^ r'àimi) - a + 2,-^)6a + 2i^)] , 

' 21: Y— I •/-« 

l'intégrale étant prise le long de l'un des grands côtés. Mais la fonction 
(Ç) est périodique, de sorte que 6 (Ç) = 6 (S -}- 2 i tt). C'est ce qui 
nous permet d'écrire tout simplement: 

(7-) t.,=jr°e(;)dç. 

Nous avons vu qu'une singularité peut se produire quand deux 
racines de l'équation de Killing diffèrent d'un multiple de liiz. 

Soient donc w^ et w^ deux de ces racines et je suppose qu'à un 
moment donné la différence w^ — w^ devienne égale à intii:. 

Originairement le chemin d'intégration, que j'appelle C, passe entre 
les deux points o)^ et (ù^-\- imii: ; et c'est à l'instant où ces deux 
points se confondent qu'il peut y avoir une singularité. Considérons im 
second chemin C, ayant mômes extrémités que C, mais laissant les deux 
points (ù^ Cl (ù^-\- itnii: d'un même côté. Le point (ù^-^ imiiz se 
trouvera par exemple entre ces deux chemins C et C. L'intégrale prise 
k long de C sera alors égale à l'intégrale prise le long de C plus 
»ut le résidu de 0($) relatif à la racine co^ -j- 2mtw, 
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OU, ce qui revient au même, i b racine o^ . J'écrirai : 
J(C) = J(C') + 2i:V^lR,, 

en désignant par /(C) l'intégrale le long du chemin C 

Quand les points w^ et w^ -}~ ^mii: se confondent, J(^C'^ reste 
holomorphe. La singularité provient donc uniquement du terme en R^. 

Supposons que les u ou les w tournent autour des valeurs qui 
correspondent à la singularité. Il pourra arriver : 

1° Ou bien que les deux points co^ et co^ -{- 2ini% tournent autour 
Tun de l'autre, mais sans s'échanger. Dans ce cas R^ et par conséquent 
7(C) reviennent à leur valeur initiale. Les h., restent donc des fonctions 
uniformes des u et des u/. Seulement ces fonctions peuvent devenir in- 
finies parce qu'en général le résidu R^ croît indéfiniment quand les deux 
points cOj et 6)^ -)- 2WÌ7: tendent l'un vers l'autre. 

2° Ou bien que les deux points co^ et co^ -{- 2mîw s'échangent. 
Dans ce cas R^ se change en R^ et par conséquent /(C) en 

Les h., ne sont plus des fonctions uniformes des u et des w. 

Il est clair d'ailleurs que, tant que les b^^ restent fonctions uniformes 
des u et des u/, il en est de même des v. Cela est évident pour les v' que 
l'on déduit des h^j à l'aide d'équations du i" degré; cela l'est également 
pour les v" puisque les B. sont des fonctions entières des v' (Cf. la fin 
du § III). 

Plaçons-nous donc dans le cas où les v cessent d'être des fonctions 
uniformes des u et des u', et supposons que, les u et les w revenant à 
leurs valeurs initiales après avoir décrit des contours fermés, les v. ne 
reviennent pas à leurs valeurs initiales, mais à des valeurs différentes 
que nous appellerons v? ; j'écrirai d'ailleurs : 

Alors, en faisant varier les h et les w d'une manière continue, on a 
pour les valeurs initiales : 

et pour les valeurs finales : 

Considérons maintenant les substitutions A^ , A^ , 1. du groupe ad- 
joint, qui correspondent à e^, e^y e^. Leurs coefficients >.°, Vy l sont des 
fonctions entières des w et des u/; ils reviendront donc à leurs valeurs 
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initiales quand les w et les w auront décrit des contours fermés. Donc 
la substitution L, qui correspond à «^°, est la même que celle qui cor- 
respond a e^. 

Considérons maintenant la transformation 

la substitution correspondante du groupe adjomt sera 

c'est-à-dire l'unité. En d'autres termes, la transformation e^ t"^^ sera per- 
mutabìe à toutes les transformations du groupe. Elle peut d'ailleurs dans 
certains cas se réduire à la transformation identique. 

Les transformations finies qui jouissent de cette propriété s'appelle- 
ront les transformations spéciales. Elles forment dans le groupe proposé 
un sous groupe invariant discontinu. Toutes les racines de l'équation de 
Killing sont, pour ces transformations spéciales, des multiples de 2 i tt. 

Il ne faut pas confondre ces transformations spéciales avec les 
transformations infinitésimales qui sont permutables à toutes les trans- 
formations du groupe et qui, comme nous l'avons vu, existent dans 
certains groupes. 

Tous les groupes contiennent-ils des transformations spéciales ? Soit . 
d'abord une transformation e^y et supposons que les racines correspon- 
dantes de l'équation de Killing soient toutes distinctes et commensu- 
rables entre elles. On pourra alors choisir h constante a de telle sorte 
que l'équation de Killing correspondant à e'»'' ait toutes ses racines 
multiples de liiù. La transformation e'*^ sera alors évidemment spéciale. 

Mais ce que nous venons de dire ne s'appliquerait pas toujours au 
cas où l'équation de Killing aurait des racines multiples. En effet, on 
sait qu'une substitution linéaire peut toujours être ramenée à une forme 
appelée canonique, mais que deux cas peuvent se présenter. Tantôt h 
forme canonique est la suivante : 

^000 

0^00 

c o 
d 

les nombres a, by c, d pouvant être égaux ou 

Rend, Cire. Matem. PaUrmo. t. XV (1901). — 9 
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analogue à Tune des suivantes: 



a 

t^ a 

o o 

G O 



O 
O 

b 



o 
a 
o 
o 



o 
o 
b 
o 





a 
o 





o 
a 
o 



etc.. 



les nombres e n'étant pas tous nuls. 

Dans le premier cas, je dirai, pour abréger le langage, que b subs- 
titution linèiûrc est ordinaire ; dans le second cas qu'elle est parahoiiqne. 

O, aucune puissance d'une substitution parabolique ne peut se ré- 
duire à la substitution unité. 

Si alors notre groupe admet une transformation spéciale e'*^y celle-ci 
sera une puissance d'une certaine transformation infinitésimale c^\ si L 
est la substitution du groupe adjoint qui correspond à «^, celle qui cor- 
respond à « '^ sera L*, Comme <5*'' est spéciale, L* se réduira à la subs- 
titution unité. Donc L ne peut être parabolique. 

Si l'équation de Killing a des racines multiples, il peut arriver que 
les substitutions du groupe adjoint soient paraboliques, de sorte qu'on 
peut se demander s'il n'y a pas des groupes qui ne contientient pas de 
transformations spéciales. On peut en citer au moins un exemple : ce 
sont les groupes de rang zéro. 

Soit mainte.nant e"' une transformation spéciale quelconque, 

-f . , -f, > • • • -^r 

les racines correspondantes de l'équation de Killing ; ce seront des mul- 
tiples de afr. Soit e^ une transformation quelconque, 

(ù^ , (0, , . . . iù^ 
les racines correspondantes de l'équation de Killing ; posons : 

et soient 

r r t 

Cl) , (i) . . . . Ct) 

les racines de Killing correspondant à e^. 

Si A^ , Aj et L sont les substitutions du groupe adjoint correspon- 
dant à e^y e^^y e^y on aura : 



d'où: 



K = L. 



Cell nous montre que les to' ne diffèrent des w que par des mul- 
tiples de 2ÌTV. 
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Faisons varier les u d'une manière continue, les v varieront aussi 
d'une manière continue et il en sera de môme des co et des co'. Mais 
comme b ditFcrence de l'un des co' et de l'co correspondant doit rester 
égale à un multiple de 2 i tu , cette ditt'érence devra demeurer constante. 

Supposons que les valeurs initiales des u satisfassent aux propor- 
tions : 

de telle façon qu'originairement c^ et e"' soient des puissances d'une 
même transformation infinitésimale ; on aura originairement : 

co; = CO. + T. ; 

et d'après ce que nous venons de voir^ celte relation devra subsister quand 

on fera varier les u d'une manière continue eh parta?it des valeurs initiales 

que nous venons de définir. 

Si donc l'équation de Killing pour certaines valeurs des v, admet 

les racines : 

co . co .... co . 

pour d'autres valeurs des v elle admettra les racines : 

et, plus généralement, pour d'autres valeurs des v elle admettra les 

racines : 

Xco^ + Vt,, ).co^ + Vt,, ... >co, + Vt,, 

1 et V étant deux coefficients quelconques. 

Si l'on fait varier les u d'une manière continue pour les faire re- 
venir à leurs valeurs initiales après leur avoir fait décrire des contours 
fermés, il arrivera en général que les racines co se permuteront entre 
elles ; supposons qu'elles deviennent : 

les (>i\'^ n'étant autre chose que les co. placés dans un autre ordre. 
Les racines de Killing relatives à e^, qui étaient primitivement: 

(0. , <«>. + 'fi> ^2 + '^2> '- K + \> 

deviendront : 

(2) < + T., <' + T,,...«<"+T,. 

Or les expressions (2) ne sont autre chose (dans un autre ordre) que 

(3) «.+<■",. 
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les T*;"*' n'étant autre chose que les t. qui sont supposés avoir subi une 
permutation inverse de celle qui change les w^. en W;*^ 

Nous avons donc deux décerminations des v, ou, si Ton aime mieux, 
de e^' ; dans b première les racines de Killing sont les (ù. -}- t. , dans 
la seconde elles sont les (ù. -[- V."''^ Les diflFérences des racines sont 
donc 

T<-'> - T. , 

c'est-à-dire des multiples de ii^Y — i. 

Plus généralement: soient/) transformations spéciales indépendantes, 
et soient 

1 T T T 

\ ^i,p y ^2,p > • • • ^r,p 

les racines correspondantes. Si les tj peuvent s'échanger entre eux (par 
sui e de permutations analogues à celle qui change les t. en t1"*^ et 
dont je viens de parler) les diverses permutations possibles des t. ^ , 
des T.^ , . . . devront figurer dans autant de lignes du tableau (4) com- 
me si elles correspondaient à autimt de transformations spéciales distinc- 
tes. Si, par exemple, r := 3 , et si les racines sont t^ , t^ , t^ , pour 
une des transformations spéciales et t| , t^ , t'^ pour une autre ; si enfin 
quand on fait décrire aux v des contours fermés, les trois racines de 
Killing peuvent subir une permutation circulaire, le tableau (4) devra 
être formé comme il sui. : 

^2 y ^,y ^. 

t t 9 

Cela posé, si pour cert;iines valeurs des v les racines de Killing 
sont 

pour d'autres valeurs des v elles seront 

Ato. + \ T. , + X^T. , + . . . + \t. ^ (i= 1, 2, . . . r), 
^i ^1 > ^a > • • • \ ^^^^ /^ "1" ^ coeflScients quelconques. 
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Revenons maintenant sur une question que je n'ai fait qu'effleurer 
plus haut et qui est assez délicate. 

J'ai supposé que e^e^ était susceptible de deux déterminations e^ 
et e^\ et j'ai dit que e^e^^'* était une transformation spéciale. J'ajoute 
que cette transformation peut se réduire à la transformation unité. 

On pourrait d'abord croire le contraire. Si, en effet, on avait 

on aurait 

et les deux transfformations e^ et «''<> seraient identiques contrairement 
à l'hypothèse. 

Ce raisonnement serait insuffisant. Nous avons en effet obtenu e^« 
en faisant varier les u et les w d'une manière continue, partant de cer- 
taines valeurs initiales et revenant à ces mômes valeurs. Réservons donc 
les notations 17, IV^ «, tv pour désigner ces valeurs initiales ; et dési- 
gnons par 17', fP, m', w' les valeurs variables de ces mêmes quantités. 
Nous poserons alors : 

de telle façon qu'au commencement 17', fV* et V se réduisent respec- 
tivemetit à 17, IF et T, et qu'à la fin U' et PF' reviennent à leurs dé- 
terminations initiales U et IV^ tandis que V aboutît à une détermina- 
tion différente V^ . Envisageons alors la transformation : 

Au conmiencement elle se réduira à la transformation identique, elle 
prendra ensuite diverses déterminations, et à la fin il pourrait se faire 
que e"^ se réduisît de nouveau à la transformation identique. Il ne s'en- 
suivrait pas forcément que V dût se réduire a F. On a en eflfet : 

ey' = e''Tcy. 

Si l'on suppose T = o , Vune des déterminations possibles du se- 
cond membre est certainement e^, mais il peut se faire que ce second 
membre ait d'autres déterminations (de même que e^e^y d'après notre 
hypothèse, est susceptible de deux déterminations e^ et e^^). 

Il est aisé de faire des exemples. Je suppose que les v soient choisis 
de telle sorte que la différence de deux des racines de Kilung relatives 
à e^ diffère peu d'un multiple de 21:^—1. Faisons ensuite varier les 
/ d'une manière continue, chacune de ces variables partant de la valeur 
0, décrivant un petit contour fermé, et revenant à la valeur o. Nous 
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pourrons choisir ces contours de telle façon que les deux points très 
voisins qui représentent Tune des deux racines de Killing dont je viens 
de parler et l'autre racine augmentée d'un muldple convenable de 2 tt f^ — i, 
que ces deux points, dis-je, s'échangent l'un avec l'autre. Alors, au dé- 
but e"^«;^' se réduira à <;'', et à la fin ne se ré*duira pas à e^ bien que 
T se réduise de nouveau à zéro. Le raisonnement précédent est donc 
insuffisant. 

Soient maintenant «"' et «'^'° deux transformations correspondant à 
une même substitution A du groupe adjoint. Soit c^ une autre trans- 
formation et A' b subsdtuion correspondante du groupe adjoint. Soit 
(12) e^'d»' = (;^ «^(;"'o = ^ro. 

Il est clair que les deux transformations c^' et e^'^ correspondront â une 

même subsiitudon 

JL = A'A 

du groupe adjoint. Si donc nous appelons co . et co^ les racines de Kilung 
relatives à F et V^^ les différences co. — co° seront des muldples de 
27r/^^I. 

De même, si nous appelons 0^ et 6° les racines de Killing relati- 
ves à IV et W^ , les différences 0. — 6° seront aussi des multiples de 
2?:/— I. 

Si l'on fait varier U d'une manière continue, W et IV^ ne chan- 
geant pas, les différences oi. — co"^ devront varier d'une manière continue, 
et comme ce sont des muldples de 2 7: j/ — i elles demeureront cons- 
tantes. (Jr, pour (7=0, co, et co° se réduisent à 6. et 0^; on aura 

donc, quel que soit (/, 

(6) a,,-<o° = ü.-6^ 

Une observation avant d'aller plus loin : tout à l'heure j'ai démontré 

l'égalité : 

(6^'0 co; = co, + T, 

en partant d'une identité analogue à (5) : 

(7) d^'t;"^ = d'', 

où e^^' était spéciale. Pourquoi n'ai-je pas comme ici pris, pour valeur 
initiale de t/, (7 = , mais ai-je supposé pour cts valeurs initiales 

«/, «/, ••• w^ 
C'est que, pour avoir le droit de prendre à Torigine t/= o, U 
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faut être sûr que, quand les u sont très petits, les w diffèrent très peu 
des V ; c'est-à-dire que les accroissements, subis par les v son très petits 
quand ceux des u sont très petits ; c'est-à-dire que Ton n'est pas dans 
le voisinage d'un des points singuliers des équations différentielles aux- 
quelles satisfont les v. C'est ce qu'on peut admettre pour l'identité (5) 
où e"^ est quelconque, mais non pour l'identité (7) où e^ est spéciale. 
Je me borne à ces rapides indications. Mais pour faire comprendre 
le parti qu'on pourra «ans doute tirer des relations (6) et (6****), je me 
supposerai placé dans un cas simple, celui où l'équation de Killing a 
toutes ses racines simples. Soit / le rang du groupe. On pourra alors 
trouver / systèmes de valeurs des Vy telles que les valeurs correspon- 
dantes des racines de Killing, que j'appellerai 



'in 



^a/> 



'ri y 



soient linéairement indépendantes ; je veux dire que les t ne soient pas 
liés par des relations à coefficients constants de la forme : 

^1^.-, + ^a'f.-a + • • • + ^/^.-z = o> 

de telle façon, en même temps, que les rapports des éléments d'une 
même ligne de ce tableau soient commensurables ; ou mieux encore que 
tous les / soient des multiples de 2 7r/ — i. 

Les racines étant simples, les transformations correspondantes seront 
spéciales, et alors nous verrons que les racines de Killing pour une 
transformation quelconque seront des combinaisons linéaires des t; je 
veux dire que, si 



Cû. 



w. 



W- 



sont les racines de Kilung, on aura: 

les a étant des fonctions des v. 

Ce théorème est probablement vrai dans 
généraux, mais je me suis borné a un cas très 
voulais qu'indiquer une marche à suivre. 



H-'^i^i? 
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S VI. — Qaelqties mots sur les équations différentielles 

du groupe. 

Dans le § precedent nous avons envisagé les points singuliers des 
fonctions v regardées comme des fonctions des u et des «/, définies 
par l'équation : 

Pour cela nous nous sommes servis des relations finies qui relient 
les V aux u et aux u». Mais on pourrait également faire usage des é- 
quations différentielles qui définissent les v. Rappelons la forme de ces 
équations diil'érentielles. 

Si, par exemple, nous faisons varier les w en laissant les u inva- 
riables, si plus particulièrement nous posons 

en faisant varier e et laissant les t invariables, de sorte que 



e^e*^ = e'\ e^^-^'»^ = /-^^ 



on aura l'équation différentielle : 

c c ^— c , 
ce qui peut s'écrire, d'après la formule (2) du § III : 

Les -^ seront donc une somme de termes de la forme suivante : 
chaque terme sera le produit de z:^ si oij est une racine de Kil- 
ling (ou d'une puissance de =07 si w^ est une racine multiple) et 

d'une fonction rationnelle des v et de coj . 

Comment l'un de ces termes peut-il cesser d'être une fonction ho- 
lomorphe des V ? 

i*^ Si Wj devient un multiple de m^ — i , auquel cas le premier 
facteur devient infini. 

2° Si l'équation de Killing a une racine multiple, outre celles qui 
existent toujours, auquel cas le second facteur cesse d'être une fonction 
uniforme des v, et d'ailleurs cesse également d'être fini. 

C'est le premier cas auquel nous nous attacherons particulièrement. 
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Si nous égalons à des multiples de 2 w / — i les diflférentes racines 
de KnxiNG, nous obtiendrons autant d'équations entre les v que Téqua- 
tion de Killing a de racines distinctes. Mais il ne s'ensuit pas que toutes 
les équations ainsi obtenues (et que j'appellerai les équations E) soient 
distinctes. Il y a, en effet, entre les racines de Killing des relations li- 
néaires, et il arrivera souvent que, quand une de ces racines deviendra 
égale à un multiple de ii^Y — i, il en doit être de même, en vertu de 
ces relations linéaires, d'une ou de plusieurs autres racines. Si donc l'une 
de ces équations E est satisfaite, il pourra arriver qu'une ou plusieurs 
autres parmi ces équations E en soient des conséquences nécessaires. 
Nous supposerons donc que l'on donne aux v des valeurs qui satisfont 
à l'une des équations £ et à toutes celles qui en sont des conséquences 
nécessaires, mais qui ne satisfont à aucune autre des équations E. Ces 
valeurs des v (si d'ailleurs l'équation de Killing n'a pas plus de racines 
multiples que pour des valeurs quekonqnes des v) constitueront ce que 
j'appellerai un point singulier de i*''* espèce de nos équations diffé- 
rentielles. 

Soient alors v® , v® , ... v° les valeurs des v qui correspondent à 
un de ces points singuliers de i*'* espèce; soit wj la valeur correspon- 
dante de û)j . Parmi les Wj il y en aura un ou plusieurs qui seront mul- 
tiples de 2 7rt^ — I, soit par exemple w°, w®, . . . wj . Les équations E: 

û). = mult. 2T:y— I (t =1, 2y ... q) 

devront (d'après l'hypothèse que nous venons de faire) être des consé- 
quences les unes des autres. Cela veut dire que w^ , w^ , ... w devront 
être des multiples d'une même quantité w, de sorte que co® , w^ , ... wj 
seront des multiples de la quantité correspondante, co^, laquelle devra 
être un multiple de 2 7r/ — i. 

Dans le voisinage de ce point singulier, les -^' seront égaux à des 

Cl 6 

séries ordonnées suivant les puissances croissantes des v. — v° divisées 
par une puissance de co — û)^ . Li présence de cette puissance de w — w^ 
au dénominateur provient de l'existence dans les différents termes des 

j— ^ d'un faaeur 
dt 



lequel peut être élevé au carré ou à une puissance supérieure, si la ra- 
cine de KiLUNG iùj^ est double ou multiple. 

Rmi. Cire. Mattm. Palermo, t. XV (1901). — Sump« to il 2^ giugno 1901. 4I 



$62 H. POINCARÉ« 



Mais w est lié aux v par une relation algébrique : 
/(^> v,, v,, ... i;J = o, 
laquelle se déduit immédiatement de l'équation de Killing. On a alors: 

df diù \- ^f ^^i 

dtù dt ^dv. dt 

Les dérivées de / sont des polynômes entiers par rapport aux v 
et à CO. Le polynôme -j- n'est pas nul, sims quoi deux des racines de 

KiLUNG ordinairement distinctes viendraient à se confondre et le point 
singulier ne serai, plus de i*" espèce. On a donc: 

les /f. étant développables suivant les puissances des v. — v° et de 
to — û)^. 

Ainsi -j— (comme les ;7— ^) est égal à une fonction holomorphe 

des V. — Vy et de w — w^ , divisée par une puissance de w — a>^ . 

Telle est la forme des équations différentielles dans le voisinage de 
notre point singulier. 

Nous pouvons donc écrire: 

(,\ ^- _û__ dv,_ r, 

^^^ dz ~ (oi ^'o>y ' Je ~ (o) = i^y ' 

les û et les F étant holomorphes. Soit maintenant : 

il viendra : 

rfT~"* dr — *^'' 

On tirera de là, par un théorème bien connu, co et les v. en sé- 
ries procédant suivant les puissances de t et se réduisant à co^ et v^ 
pour T = o. Soit : 

(2) «_«^ = a^^'' + fl^^_T.-_|.... 

ce développement ; on en tirera : 

dt = drCtù — (oy = a^rf^dr -{-..., 



d'où: 



e = —4— rf^^' + 
I* 
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b étant un coefficient consunt facile à calculer. Cela montre qu*en gé- 
néral w (et par conséquent les v) n'est plus une fonction uniforme de 
e dans le voisinage du point singulier. 

U y aurait exception seulement dans le cas où a^, ä^^, , . . . étant 
nuls, réquation (2) se réduirait à w = w^ , c'est-à-dire dans le cas où û 
serait divisible par ca — o»^ . 

Mais dans ce cas, si F. ne s'annule pas po<ur co = w^ , v^^ = î;J , 
nos équations n'admettront pas de solution telle que l'on ait a* = w^ , î;^ = vj 
pour e = o. 

Or revenons à la substitution L , qui est la substitution du groupé 
adjoint qui correspond k e^ ; cl étudions les équations diflérentielles aux- 
quelles satisfont les coefficients /.^ de cette substitution; elles seront de 
la forme : 

les A étant des fonctions linéaires des /• Les / sont, d'autre part, des 
fonctions entières des v ; pour v^ = v^ ces fonctions endures se rédui- 
sent à l°j . Les équations (3) admettront une solution telle que l.. = l^- 
pour e = o. 

Considérons cette solution, où les / sont donnés comme des fonc- 
tions holomorphes de e. 

Nous savons d'autre part que les / sont des fonctions entières des v : 

(4) /<;=*i;(fO. 

Les /. étant connus en foncdons de e, on tirera les i;^ des équa- 
tions (4), lesquelles équations (4), conmie nous le savons, sont satisfaites 
pour 

Pour discuter ces équations (4) je ferai usage d'un lemme que j'ai 
démontré au début de ma thèse inaugurale. 

D'après ce lemme, dans le voisinage des valeurs (5) : 

1° Ou bien les i;^ seront des fonctions algébroîdes des /, et ten- 
dront vers vl quand les l-j tendront vers l^. , et par conséquent quand s 
tendra vers zéro. Ce cas doit être exclus puisque les équations (i) n'ad- 
mettent pas de solution se réduisant à v^ pour s = o. 

i"" Ou bien les équations (4) cessent d'être distinctes quand on y 
fait /. . = /^y . En d'autres termes, pour une infinité de valeurs des v^ , 
très voisines des 1/^^ les l^j se réduisent à /?^, de sorte qu'une infinité 
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de transformations ^ correspondent à une même substitution du groupe 
adjoint. C'est le « cas d'indétermination », sur lequel nous aurons à re^ 
venir. 

Nous avons laissé de côté le cas où tous les V^ s'annuleraient. Sans 
le discuter à fond, je me bornerai à remarquer que cela ne peut pas 
avoir lieu pour toutes les valeurs des v compatibles avec la condition 
û) =1 û)o = mult. m^ — I. 

En d'autres termes, tous les F. ne peuvent pas être divisibles par 

Il résulte de là que, pour qu'une singularité se présente, il ne suf- 
fit pas que la diflférence de deux racines soit un multiple de 2,1:^ — i 
(condition que nous avons trouvée à l'aide des relations finies), il faut 
encore qu'une racine soit un multiple de 2 7: ^ — i (afin que les équa- 
tions différentielles présentent un point singulier). 

Si donc la différence de deux racines devient ^ale à un multiple 
de 2 7: ^ — I , ou bien les v restent des fonctions holomorphes des u 
et des u/, ou bien une troisième racine deviendra égale elle-même à un 
multiple de 21^^ — i. Quelle que soit celle de ces deux alternatives qui 
se présente, on pourra en déduire d'intéressantes conséquences. Si c'est 
la seconde, on pourra trouver des cas où b différence de deux racines 
devra être elle-même une racine ou un multiple d'une racine. 

§ VII. — Formules diverses. 

On pourrait évidemment faire, pour un groupe quelconque, quelque 
chose d'analogue à ce que nous avons fait pour les groupes de rang 
zéro. 

Par exemple, les formules (i) et (2) du § III sont réciproques l'une 
de l'autre, puisque Tune nous donne les / en fonctions linéaires des dvy 
et l'autre les dv en fonctions linéaires des /. On pourrait déduire de 
cette rcciprocitc certaines propriétés du dctermmant des équations linéai- 
res qui donnent les /, par exemple, en fonctions des dv. C'est de cette 
manière que nous avons démontré plus haut que ce déterminant est égal 
à I dans le cas des groupes de rang zéro. 

D'un autre côté, la formule (3) du § III nous montre que les coeffi- 
cients des dérivées de / dans X.(/) sont d'une forme particulière. Ce 
sont des sommes de termes, chacun de ces termes est le quotient d'une 
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foncdon rationnelle des v et de ^^(coj étant une des racines de Killing) 
par une puissance de i — e"^^. 

Considérons maintenant les crochets 

Quelle sera leur forme? Soit: 

Z, étant une fonction rationnelle des v et de co^, Z^ une fonction ration- 
nelle des V et de w^, Y^ une puissance négative de i — e'^^y Y^ une 
puissance négative de i — e"^^ . On trouvera : 

j y 

Nous observerons que , ^ est comme Z- une fonction rationnelle 

àY 
des V et de w^ ; que , * peut être regardée comme la somme de deux 

termes égaux, chacun à un facteur constant près, à une puissance néga- 
tive de I — f^^ ; et nous pourrons écrire : 

(I) (x,x^.)=2;i'«p2a«-^. 

Zgi3 étant une fonction rationnelle des v, de w^ et de w^ ; Y^^ étant le 
produit d'une puissance négative de i — e"*** par une puissance négative 
de I -e-^ß. 

Mais d'autre part, ces crochet (X. Xy) doivent se réduire à des com- 
binaisons linéaires des X^. Ils sont donc réductibles à la forme: 

Z^ étant une fonction rationnelle des v et d'une seule racine de Killing 
w^, undis que Y*^ est une puissance négative de i — t^ . 

Dans quelles conditions une expression de la forme (i) peut-elle être 
réduite à la forme (2) ? C'est ce qu'il serait évidemment très intéressant 
d'étudier, car cette réduction n'est évidemment possible que s'il y a cer- 
taines relations entre les racines a>. 

En égalant les expressions (i) et (2) du crochet (X-X^) on obtien- 
dra r relations de la forme : 

(3) li;»2'èi= " 






X= 1. 



r^":i3^ni :r— rrrrr*. ,:äs t :r: jäs a- ^ ;f3gr^ œt its *^Pi i.^rs niK- 



:r3>-'.=: — JTg- ^ - ^" ' " ^ .32 Tnsi¥^ iiiih* ji riiri.iiir^ «ihs r f «ses •». 

1^ -'•' • ■ -i-iTT-"— Tim:: r^^^^ ill J ^^anàÊcTi jes f"^ 

— ^ i itir:*: i". r" r' iocr ics 



J m icru: i*::::ii:r z.:^. : -Do ^iìàciis sttacaaoasi 3fiss -^ — • Jc ces 
mic*:-::: l: : _£ itui" inr iSTi ris hl pv / ^azc Jjt« ìt J js ring). 



iti ziuc-ii r; 



r>rv 1:,^ -:-, Tcj^i^ :^ i. J iir. Sector 



aUELQÜES REMARaUES SUR LES GROUPES CONTINUS. 367 

Posons maintenant: 

^v^r^v — ef'cTeU = e^^dv^u.^ 

les /, les w, les dv, les ^v sont supposés très petits, tandis que les v 
sont supposés finis. Posons de même : 

^V^F _ ^F ^U' ^ ^F^JF^F — ^F^U' ^V ^ 

d'où : 

U-{^T+(TU)=U'+T, 
Nous aurons : 

La formule 

^F-t-dF^F -_; ^F-^dF ^U 

nous montre qu'il y a entre les v -{- dv, les Xv et les m, la même re- 
lation qu'entre les v, les rft; et les /; nous avons donc: 

^U = Zt.*(^ + ^^)^^* = Z \fik + Z"^^^'' ) ^^*- 
D'un autre côté, la relation 

^F^F — ^F^W 

montre que nous avons encore la même relation entre les t^^ les S t; et 

les u' ; d'où : 

< = Z?ik^Vj. 
Enfin, l'égalité 

^F^dF^F — - gF-^F ^T* 

montre qu'il y a encore la môme relation entre les v -{-^v^ les dv et 
les /' ; d'où : 

En comparant les valeurs des t et des I' , on trouve : 

et de même, en comparant les valeurs des w et des w' : 

U'-U=-J^-p^dv^U,X,. 

^- dt\ ' * • 

D'un autre côté on a : 

(r[7) = ZO,«,-<;«0(^.^y) 

Dans la sonmiation du dernier membre, chacune des combinaisons 
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des deux indices i et /, de même d'ailleurs que chacune des combinai- 
sons des deux indices i et 5, ne doit figurer qu'une fois. 
Si maintenant dans 

(TU)= r- r+ t/'- t; 

nous égalons les coefficients de dv^^v^, il viendra: 

Comparons les deux membres de cette égalité. Chaque terme du 
premier membre est le produit d'une exponentielle e^ par une fonction 
algébrique des v. Chaque terme du second membre est le produit de 
deux exponentielles c~^ et c~^ (provenant, par exemple. Tune du facteur 9,4, 
l'autre du facteur ç. ) par une fonction algébrique des v. 

Il est clair, par exemple, que si w -j- <«>' n'est pas une racine, le 
produit des deux exponentielles e~^ et e'^ devra disparaître du second 
membre et son coeflScient être nul. 

On peut donc encore entrevoir là la source de relations intéres- 
santes. 

Palerme, 5 avril 1901. 

H. Poincaré. 
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FONTANA (Gregorio). Sopra i logaritmi delle quantità negative e sopra gl'immagi- 
nari. [A/. 5. //., s. I, t. I, pp. 183-202 (1782)]. 

3838. D 6 b. 

PEZZI (Francesco). Considerazioni sopra una maniera diversa da quella che segue 
r E u 1 e r o , di trarre dal circolo le quantità trascendenti che allo stesso appar- 
tengono; e dimostrazione d'un teorema analitico. [A/. 5. //., s. I, t. V, pp. 417- 
425 (1790)]. 

D6b. (Vedi n° 3799). 

3839. D 6 e 5. 

CANTERZANI (Sebastiano). Lettera di Sebastiano Canterzani al suo 
amico Torquato Varenco sopra una maniera di cavare i numeri ber- 
nouillani. [A/. 5. //., s. I, t. XI, pp. 173-180 (1804)]. 

3840. Eia, H 12. 

PAOLI (Pietro). Sull'uso del calcolo delle diffenze finite nella dottrina degli integrali 
definiti. [Af. 5. //., s I, t. XX, pp. 255-271 (1827)]. 
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3841. Eia, Eie. 

GENOCCHI (Angelo). Intorno alk funzione r(x) e alla serie di Stirling che 
ne esprime il logaritmo. [M. S. //., s. Ili, t. VI, (2), pag. 24 (1887)]. 

3842. Eie, A 8 g. 

MALFATTI (Gian Francesco). Esame di una dimoslraàone che dà T E u 1 e r o d'un 
teorema analitico, e di una celebre regola per determinare la natura e i va- 
lori prossimi delle radici di qualunque equazione. [M, S, //., s. I, t. IV, pp. 206- 
248 (1787)]. 

3843. E 6. 

PAOLI (Pietro). Sopra gl'mtegrali definiti. [A/. 5. //., s. I, t. XX, pp. 161-182 (1827)]. 

3844- E 6. 
FRULLAMI (Giuliano). Sopra gli integrali definiti. [M. 5. //., s. I, t. XX, pp. 448- 
467 (1827)]. 

384$. E 6. 
FRULLAMI (Giuliano). Sopra l'uso di alcune serie nella determinazione degli inte- 
grali definiti. [Af. 5. //., s. I, t XX, pp. 663-711 (1827)]. 

3846. E 6. 

FRULLAMI (Giuliano). Sopra la riduzione di alcune trascendenti. [Af. S. It., s, I, 
t. XX, pp. 712-734 (1827)]. 

3847. E 6. 

FRULLAMI (Giuliano). Sopra la integrazione della formola 

dx^ 

(i + 2ÇXC0SÇ-I- q^x^y-^ 

tra i lìmiti jfz=o, jf = — etrai limiti x = o, x = x. [M, 5. //., s. I, t XIX, 
pp. 223-239 (1821)]. 

3848. E 6. 

PAOLI (Pietro). Mota sugl'integrali definiti [A/. 5. //., s. I, t. XXI, pp. 55-64 (1836)]. 

3849. F 4 b. 

TORTOLINI (Barnaba). Sulla divisione degli archi di una curva del quart'ordine 
rappresentata dalla equazione 

(jc*4-^*)*=a*x* — >«;f». 
[M. S. It, s. II, t. I, pp. 91-104 (1862)]. 

3850. P8f p. 

PERGOLA (Emanuele). Di alcune equazioni relative alla teoria delle funzioni ellittiche 
e teoremi di geometria che vi si connettono. [Af. 5. It., s. Ill, t. IV, (6), pag. 10 
(1882)]. 

Xmi. Cire. UiUtm, Pshrmê, t, XV, p«rte a* (i90i).'*StMU>«*^ *■ "^ aorembre 1901. a 
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3851. P8hY. 

SI ACCI (Francesco). Della rotazione dei cot)ì liberi. [A/. S. Jl, s. IU, t. HI, (i), pag. 50 
(1879)]. 

3852. F 8 h Y. 

SIACCI (Francesco). Sulla rotazione dei corpi liberi. [M, 5. //., s. Ili, t. IH, (3), 
pag. 39 («879)J- 

H 2 a. (Fedi n° 4028). 

3853. H2a 

MAINARDI (Gaspare). Di un nuovo metodo per integrare alcune equazioni dif- 
ferenziali non lineari. [Af. S, IL, s. I, t XXIV, p. 2*, pp. 218-222 (1850)]. 

3854. H 2 e Y. 

LORGNA (Anton Maria). Sopra la integrazione della formola 

Qdx + Py^dx±dy=:o. 
[M. S, IL, s. I, t III, pp. 220-237 (1786)]. 

3855. H 4. 

VOLTERRA (Vito). Sui fondamenti della teorìa delle equazioni differenziali lineari 
[Af. 5. //., s. Ili, L VI, (8), pag. 104 (1887)]. 

3856. H 4 a. 

LORGNA (Anton Maria). Indagini nel Calcolo Integrale. [Af. S. IL, s. I, L II, p. x*, 
pp. 177-209 (1784)]. 

3857. H 4 a. 

CANTERZANI (Sebastiano). Riflessioni sopra Tintegrazione delle equazioni lineari 
a duo variabili. [Af. 5. //., s. I, t. Vili, p. i*, pp. 307-318 (1799)]. 

3858. H 4 a, H12b, H 8 a. 

FRANCHINI (Pietro). Memoria su diversi articoli spettanti all'analisi. [Af. 5. IL, s. I, 
t. XI, pp. 254-284 (i8o4)J. 

3859. II 5 a. 

CARDINALI (Francesco). Sull'integrazione di un nuovo canone di equazioni differen- 
ziali d'ordine alto. [Af. 5. //., s. I, t. XIII, p. i*, pp. 381-389 C1807)]. 

3860. H5j a. 

PAOLI (Pietro). Sull'integrazione dell'equazione 



[Af. 5. //., s. I, t. XX, pp. 183-188 (1827)]. 
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3861. H 6. 

MINICH (Serafino Raffaele). Sul modo più spedito di ridurre Tintegrarione delle 
equazioni di 1° ordine con tre o più variabili alla integrazione di equationi espli- 
cite con due sole variabili. [Af. S. It., s. Ill, t. IV, (i), pag. 48 (j882)]. 

H 7. {Fedi n? 3872). 

3862. H 8 a, H 9 a. 

PAOLI (Pietro). Riflessioni sull'integrazione di quell'equazioni le quali non soddisfano 
alle condizioni d'integrabiHtà. [M, 5. IL, s. I, t. VI, pp. 501-533 (1792)]. 

3863. Usa. 

PAOLI (Pietro). Sopra l'equazioni primitive che soddisfanno all'equazioni differenziali 
tra tre o un più gran numero di variabili, [Af. 5. //., s. I, t. XVII, p. i*, pp. 104- 
156 (i8i6)J. 

H 8 a. (Fedi n° 3858). 

3864. H 9. 

TORTOLINI (Barnaba). Sopra gli integrali generali di alcune equazioni a derivate 
parziali a coefficienti cosunti. [M, 5. //., s. I, t. XXV, p. 2*, pp. 310-337 (1855)]. 

H 9 a. {Vedi n"" 3862). 

3865. H 9 a 

PAOLI (Pietro). Sull'equazioni a differenze parziali. [Af. S. It., s. I, t X, p. i% 
pp. 249-263 (1803)]. 

H 12. {Fedi n*» 3840). 

3866. H 12 b. 

LORGNA (Anton Maria). Ricerche intorno al calcolo integrale dell'equaziom dif- 
ferenziali finite. [Af. 5. //., s. I, t. I, pp. 373-430 (1782)]. 

3867. H 12 b, Ilo. 

PAOLI (Pietro). Memoria sull'equazioni a differenze finite e parziali. [Af. 5. //., s. I, 
t.II, p. 2\ pp. 787.845 (1784)]. 

3868. H 12 b. 

PAOLI (Pietro). Sull'equazioni a differenze finite. [Af. S. II., s. I, t. IV, pp. 455- 
472 (1787)]. 

3869. H 12 b. 

BRUNACCI (Vincenzo). Memoria sopra le soluzioni particolari delle equarioni alle 
differenze. [Af. 5. //., s. I, t XIV, p. i% pp. 175-196 (1809)]. 
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3870. H 12 b. 

RANGONI (Luigi). Sulk funzioni gcnaatrii Memom i*. {M. 5. //., s. I, L XIX, 
pp. 241-307 (l82l)J. 

3871. Hiab. 

RANGONI (Luigi) Sulle funzioni gcncratricL Manorìi 2\ [M. 5. //., s. I, L XDC, 
pp. 659-757 (ï82i)]. 

H U b. iFêH ni 3858, 3976). 

3872. H 12 b s, H 7. 

PAOLI (Pietro). DeUa integrazione deU^equaziooi a difierenze paratali finite e infi- 
nites'mie. [M, S, IL, s. I, l Vili, p. 2*, pp. 575-657 (1799)!. 

H lad. (Fedi D? 3828). 

H12h. (Keif n*> 3940). 

3873. IL 

BERNAVECCI (Isidoro). Dell'uso delle frazioni decimali nefla moltipficaiìone de* 
nUiiieri. [M. S. //., s. I, L VI, pp. 1-70 (1792)]. 

3874. IL 

RUFFINl (Paolo). Di un nuovo metodo generale di estrarre le radid numeriche. 
[M, 5. //., s. I, L XVI, p. 1% pp. 373-429 (181 3)]. 

3875. IL 

RUFFFNI (Paolo). Appendice alla memoria sopra un nuovo metodo generale di 
estrarre le radici nuineriche. [A/. 5. //., s. I, t XVII, p. i*, pp. 1-15 (i8i6)J. 

IL {Vedi n° 3771). 

13 a. {Fedi n° 3882). 

3876. 1 12 b. 

BIANCHI (Giuseppe). Sopra Tanalisi lineare per la risoluzione dei problemi di 1° grada 
Memoria 2*. [M. 5. //., s. I, t. XXIV, p. 2*, pp. 265-289 (1850)]. 

3877. 1 13 C 

PEZZI (Francesco). Nuovi teoremi sulla possibilità delPequazione x* — -^ ^* = ± i 
e ricerca del numero dei termini del periodo della radice quadrata di un numero 
non quadrato, sviluppata in frazione continua. [M. 5. lt., s. I, t. XIII, p. i*, 
pp. 342-J65 (i807)J. 

3878. 1 17 a. 

MALFATTI (Gian Francesco). Saggio di alcuni problemi numerici. [Af. 5. It, s. I, 
t. XU, p. I', pp. 296-317 (i805)J. 
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3879. 1 19 a. 

POLETTI (Genriniano). Risoluzione dell'equazione generale completa di secondo grado 
a tre indeterminate. [Af. S. It., s. I, t. XIX, pp. 30-61 (1821)]. 

3880. 1 19 a. 

GENOCCHI (Angelo). Intorno ad alcune egualità duplicate nella teorìa dei numeri. 
IM. S. lt., s. Ill, t. IV, (3), pag. 31 (1882)]. 

119 a. (r«ïf n° 3940). 

3881. 1 19 c. 

PAOLI (Pietro). Nuova dimostrazione di un teorema importante nella dottrina de' 
numeri [Af. S. lt., s. I, t IX, pp. 85-91 (1802)]. 

3882. I 23 a, 13 a. 

PEZZI (Francesco). Memoria sopra la legge di trasformazione di una frazione conti- 
nua indefinita qualunque in una frazione volgare ; e sopra la più sempUce riso- 
luzione delle equazioni indeterminate di i^ grado. [M. S. It., s. I, t. XI, pp. 410- 
425 (1804)]. 

I 24 b. (Vedi n^ 3913, 3914). 

3883. Jlao. 

PARADISI (Giovanni). Del giro di un numero qualunque di cose assoggettate a con- 
tìnue permutazioni dipendenti da leggi uniformi. [M. 5. It., s. I, t XVIII, 
pp. 143-204 (1820)]. 

3884. J 2 b. 

MALPATTI (Giovanni Francesco). Esame crìtico di un problema di probabilità del 
sig. Daniele Bernouilli, e soluzione di un altro problema analogo al 
Bemouillano. [M. 5. //., s. I, t I, pp. 768-824 (1782)]. 

3885. J 2 b. 

RANGONI (Luigi). Nuove considerazbm intomo ad un problema di probabilità. 
[M. S. It., s. I, t XVIII, pp. 518-554 (1820)]. 

3886. J 2 b. 

ABBATI MARESCOTTI (Pietro). Sopra un problema dei signori DanieleBer- 
noulli, e De la Grange. [Af. S. It., s. I, t. XIX, pp. 385-480 (1821)]. 

3887. J2d, ASk, K9aa. 

FRANCHINI (Pietro). Seguito dei saggi di meccanica e di algebra trascendente. 
[Af. S. It., s. I, t XVII, p. 1% pp. 262-298 (1816)]. 

3888. J 2 e. 

PLANA (Giovaxmi). Soluzione genecak di un probLema di probabilità. IM. 5. It., 

$. I, t xvm, pp. }x-4s iii9oìfi 
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3889. K 5 d. 

MALFATTI (Gun Francesco). Problema geometrico dei sig. G. F. Malfatti: 
Fra i triangoli equilateri, i quadrati e il drcob, che si possono inscrivere in un 
dato triangolo, scegliere la figura deO'aja massima. [Af. 5. IL, s. I, L Km, p. i% 
pp. 247-284 (1807)]. 

3890. K 9. 

FLAUTI (Vincenzo). Su due libri di Apollonio Pergeo detti delle indina- 
rioni e sulle diverse restituzioni di essi. [Af. 5. It., s. I, L XXV, p. 2*, pp. 223- 
236 (1852)]. 

3891. K 9 a. 

MAIN ARDI (Gaspare). Di un facile problema di geometria rimarcabile per la novità 
delle conseguenze. [Af. S. IL, s. I, t XXV, p. 2*, pp. 34-42 (1852)]. 

3892. K 9 a. 

MARIANINI (Pietro Domenico). 75 Porismi tratti quasi tutti dall'opera del C h a s 1 e s 
intitolata « Les trois livres des porismes d* Euclide , etc. » e dimostrati la 
maggior parte col metodo che, dietro certe considerazioni, sembra probabile es- 
sere stato usato da Euclide. [Af. 5. //.« s. U, t II, pp. 1-132 (i866)j. 

K 9 a a (Vedi n«' 3887). 

3893. K 12 b ß. 

MALFATTI (Gian Francesco). Memoria sopra un problema di stereotomia. [Af. 5. //., 
s. I, L X, p. i\ pp. 235-244 (1803)]. 

3894. K 17 b, K 17 b QL 

PESSUTI (Gioacchino). Nuovo metodo per la trigonometria sferica. [Af. 5. IL, s, I, 
L XV, p. I*, pp. 197-225 (181 1)]. 

3895. K 20 a, K20ca, K 20 e, K20I: 

GAGNOLI (Antonio). Cose trigonometriche. [Af. 5. //., s. I, t. VII, pp. 1-56 (1794)]. 

3896. K 20 e. 

PEZZI (Francesco). Sopra un problema di trigonometria. [Af. 5. It,, s. I, t XI, pp. 10- 
32 (i804)J. 

3897. K 20 c a. 

FONTANA (Gregorio). Problema analitico. [Af. 5. //., s. I, t Vili, p. i', pp. 179- 
183 (i799)J. 

K 20 COL {Vedi n*» 3895). 

3898. K 20 e, K 20 C 

LORGNA (Anton Maria). Calcolo delle variarioni finite nella trigonometrìa piana 
e sferica. [Af. 5. IL, s. I, t. VII, pp, 346-368 (1794)]. 
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3899. K 20 e. 

GAGNOLI (Antonio). Delle differenze finite nella trigonometria. [A/. 5. //., s. I, t. Vili, 
p. I*, pp. 214-218 (1799)]. 

3900. K 20 e. 

SLOP (Giuseppe). Riflessioni sopra alcune formole, che esprìmono i tre lati dei trian- 
goli rettilinei rettangoli. [Af. S, IL, s. I, t XIII, p. i*, pp. 285-291 (1807)]. 

K 20 e. iVedi n* 3784, 3895). 

3901. K20£ 

FERRONI (Pietro). Paralleli e principio unico e semplice delle due trigonometrìe. 
[M. S, It,, s. I, L XII, p. I*, pp. 106-159 (1805)]. 

K 20 £ (Fedi n} 3895, 3898). 

3902. K 21 b. 

FUSINIERI (Ambrogio). Trisezione geometrica degli archi di cerchio e descrizione 
di curve algebriche per mezzo della base variabile di un triangolo. IM. S. It., 
s. I, t. XXUI, pp. 294-308 (1846)]. 

3903. L' 4 a, L" 7 d. 

FLAUTI (Vincenzo). Osservazioni su* metodi proposd dairülustre Lagrange 
per le curve inviluppi, con altre ricerche affim. [Af. 5. //., s. I, t XXIV, p. 2*, 
pp. 251-264 (1850)]. 

L' 7 d. (Vedi n° 3903). 

3904. L' 14 a. 

GIORDANO (Annibale). Considerazioni sintetiche sopra di un celebre problema 
piano e risolutone di alquanti problemi affini [Af. 5. It,, s. I, t. IV, pp. 4-17 
(1787)]. 

3905. L< 14 a. 

MALFATTI (Gian Francesco). Soluzione generale di un problema geometrico di 
Pappo Alessandrino. [M. 5. //., s. I, t IV, pp. 201-205 (1787)3. 

3906. L< 14 a, L' 14 a. 

DEL GROSSO (Remigio). Sulle proprietà delle linee di 2® ordine circoscritte ad un 
quadrilatero, e delle superfìcie del medesimo ordine circoscrìtte ad un ottaedra 
[Af. S. It., s. I, t XXIV, p. 2*, pp. 314-336 (1850)]. 

3907. L' 16 a. 

FERRONI (Pietro). Brevissimo cenno geometrìco sopra alcune linee oirve dipendenti 
dalle sezioni amiche. [Af. 5. It^ s. I, t XIX« pp. 577-384 (1821)]. 
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LM4A. (Fuiîii«' 3906). 
L'20b. iVedi n" 4028). 

3908. M' , 02. 

RUFFINI (Paolo). Della classificazione delle curve algebriche a semplice Corvaton. 
Memoria i'. [Af. 5. //., s. I, t. XVIII, pp. 69-142 (1820)]. 

3909. WSt, M> 8 h. 

RUFFINI (Paolo). Della classificazione delle curve a semplice cunratura. Memoria 2*. 
[M. 5. IL, s. I, L XVIII, pp. 269-396 (1820)]. 

M' 3 h. (Fedi n*» 3909). 

3910. M' 6 a. 

BELLA VITIS (Giusto). Sulla classificazione delle curve di 3° ordine. [Af. S K%.l 
t. XXV, p. 2\ pp. 1.50 (1855)]. 

391 1. M' 6 a. 

BELLA VITIS (Giusto). Su alcune curve di facile costruzione. [Af. 5. //., s. Ili, t. ID, 
(4), pag. 4Î (1879)]- 

39x2. M^ m, D 2 b. 
FONTANA (Gregorio). Sopra l'equazione di una curva, sopra la falsità di due fa- 
mosi, teoremi ; e sopra le serie armoniche a termini infinitamente piccolL [A/. S. A, 
s. I, t. II, p. I*, pp. 123-141 (1784)]. 

11^ m. (Fedi n° 3915). 

02. (Vedi n° 3908). 

3913.02 a, 2b, I24b. 

RUFFINI (Paolo). Riflessioni intomo alla rettificazione ed alia quadratura del circolo. 
[Af. S. It., s. I, t. IX, pp. 527-557 (i802)J. 

3914. O 2 a, I 24 b. 

VALPERGA CALUSO (Tommaso). Della impossibilità delia quadratura del cerchio. 
[Af. S. It., s. I, t. IX, pp. 558-584 (i8o2)J. 

3915. O 2 a, M^ m. 

FERRONI (Pietro). Pensieri geometrici. [Af. S. It., s. I, t. X, p. 2*, pp 649-678 
(1803)]. 

3916. O 2 a. 

TORTOLINI (Barnaba). Applicazione dd trascendenti ellittici alla quadratura di al- 
cune curve sferiche. [M. S. It., s. I, t. XXIV, p. 2*, pp. 337-378 (1850)^. 
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2b. {Vedi n° 3913). 

3917. O 2f. 

PERGOLA (Emmanuele). Ricerche relative alle curve inviluppi. [Af. 5. //., s. I, t. XXIV, 
p. 2% pp. 290.313 (1850)]. 

3918. 2ga, 

BORDONI (Antonio). Sul nuovo tordo immaginato dal signor Carlo Porea. 
[Af. 5. //., s. I, t XVm, pp. 205-242 (1820)]. 

3919. O 2fa, O 2hQc 

PLANA (Giovanni). Intorno al raggio assoluto del circolo osculatore ed alle evolute 
dello curve a doppia curvatura descritte sopra la superficie della sfera. [M. S. It., 
s. I, t. XXIV, p. I*, pp. 343-361 (1848)]. 

3920. O 2 q 8, O 6 r 8. 

BORDONI (Antonio). Sopra le linee e le superficie parallele. [A/. 5. //., s. I, t. XVI, 
p. I*, pp. 72-123 (18 13)]. 

3921. O 31r. 

FERRONI (Pietro). Supplemento alla dottrina Torricelliana sopra le coclee. [M, S, IL, 
s. I, t. XV, p. I*, pp. 60-113 (1811)]. 

3922. O 4 e. 

TRAMONTINI (Giuseppe). Problema grafico. [M. S. IL, s. I, L XIII, p. i*, pp. 38- 
66 (1807)]. 

3923. O 6. 

MAINARDI (Gaspare). Sulle superfìcie generabili dal movimento di una linea piana 
qualunque. [Af. 5. IL, s. I, t. XX, pp. 482-535 (1827)]. 

3924. O 6 a. 

COSSALI (Pietro). Su la determinazione della capacità di una botte, o ellittico-cir- 
colare, od ellitnco-ellittica, a fondi uguali o disuguali, ed a partì anteriore e po- 
steriore simili o dissimili. [Af. S, IL, s. I, t. XVII, p. i*, pp. 237-240 (1816)]. 

3925. O 6 a. 

BORDONI (Antonio Maria). Sulla stereometria. [Af. S. IL, s. I, t. XIX, pp. 527- 
566 (1821)]. 

3926. O 5 a. 

TORTOLINI (Barnaba). Nota sull'espressione del volume terminato dalla superficie 
di 4° ordine, luogo geometrico della proiezione ortogonale del centro dell'iper- 
boloide a due falde su i piani tangenti. [Af. 5. //., s. I, t. XXIV, pp. 378-387 
(1848)]. 

Rmd, Ore. Uaiem. Palermo, t. XV, parte 2* (1901). — Sumpato U 18 aovMibf« IMI. } 
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3927. O B b. 

RICCATI (Giordano). Dissertazione geanetrico-anafitica della costruzione e deDi 
quadratura di alcune volte e lunule. [M. S. It., s. I, t V, pp. 4S-76 (1790)]. 

3928. O 5 g a, O 5 1 z. 

DINI (Ulisse). Ricerche sopra la teoria delle superfìcie. [Af. 5. //., s. Ili, t. II, pp. 1-7 1 
(1869-76)]. 

3929. O 5 i 9L 

DIN! (Ulisse). Sullo superficie che hanno un sbtema di linee di curvatura sferiche. 
[M. 5. //., s. Ili, t. II, pp. 13 5-1 51 (1869-76)]. 

O 5 i X. (F&if Ü? 3930). 

O 6 loL (redi n° 3928). 

Oer8. (Fedi n° 3920). 

3930. P 6 b, P 5 e, O 5 i a. 

DINI (Ulisse). Sopra alcuni punti della teoria delle superficie. [Af. 5. IL, s. Ili, L I, 
p. 2\ pp. 17-92 (1868)]. 

Ola. (Fedi n** 3942). 

3931. Rie. 

GIORGINI (Gaetano). Intorno alle proprietà geonetriche dei movimenti di un sbtema 
di punti di forma invariabile. [\f. S. It., s. I, t. XXI, pp. 1-46 (1836)]. 

3932. Rie. 

GIORGINI (Gaetano). Appendice alla memoria «Intorno alle proprietà, ecc. ». [M. 
S. K s. I. t. XXI, pp. 47-54 (1836)]. 

3933. Rie. 

PIOLA (Gabrio). Nota a due capitoli dell'opera di Eulero che ha per titolo: 
Theoria cor por um ri^idorum. [M. S. It., s. I, t XXII, pp. 1-24 (1839)]. 

3934. R 2 a, R4a. 

BORDONI (.\ntonio). Nuovo rapporto tra la teoria del centro di grax-ità e quella 
della composizione delle forze. [Af. S. It., s. I, t. XV, p. i*, pp. 301-319 (181 1)]. 

3935. R2b. 

BORDONI (Antonio). Sul teorema guldiiiiano. \M. S. It., s. I, t. XX, pp. 86-107 
(i827)J. 

3936. R 2bY. 

FERRONI (Pietro). Dimostrazione facile c naturale d'alcuni teoremi geometnd ed 
analitici. [Af. S. It., s. I, t. XVI, pp. 347-360 (1813)]. 
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3937. R4a. 

S ALIMBENI (Leonardo). Saggio di un nuovo corso di elementi di Statica. [Af. 5. //., 
s. I, t. V, pp. 426-487 (1790)]- 

3938. R 4 a. 

Picei (Ermenegildo). Esposizione del vero principio dimostrativo dell'equilibrio. 
[M. 5. //., s. I, t. XIV, p. 1% pp. 56-78 (1809)]. 

3939. R 4 a. 

DELANGES (Paolo). Analisi e soluzione sperimentale del problema delle pressioni. 
[M. 5. //., s. I, t. XV, p. I*, pp. 1 14-154 (181 1)]. 

3940. R 4 a, A 3 a X, A 3 k, 1 19 a, H 12 h. 

FRANCHINI (Pietro). Saggi di algebra trascendente e di meccanica. [Af. 5. //., s. I, 
t. XVI, pp. 223-271 (1813)]. 

3941. R4a. 

ZAMBONI (Giuseppe). Sulla teoria del moto composto. [M. 5. //., s. I, t. XX, pp. 148- 
160 (1827)]. 

3942. R 4 a, Q 1 a. 

GENOCCHI (Angelo). Dei primi principi della Meccanica e della Geometria in re- 
lazione al postulato d* E u ci i d e. [Af. 5. Jt., s. III, t. II, pp. 153-189 (1869-76)]. 

R 4 a. (^Fedi n* 3934, 4028). 

3943. R 4 a a. 

GIORGINI (Gaetano). Sopra alcune proprietà de* piani de* momenti principali e 
delie coppie di forze equivalenti. [Af. 5. //., s. I, t XX, pp. 243-254 (1827)]. 

3944. R 4 a p. 

SALIMBENI (Leonardo). Memoria sui tetti che piovono da una sola banda. [Af. 5. It,, 
s. I, t. IV, pp. 249-262 (1787)]. 

3945. R4ap. 

TRAMONTINI (Giuseppe). Del luogo di menoma fermezza in un prisma, il quale 
resista ad una forza orizzontale tendente a rovesciarlo. [Af. 5. It, s. I, t XXI, 
pp. 5-100 (1837)]. 

3946. R 4 a ß. 

SIACCI (Francesco). Le quaterne statiche nei sistemi di forma invariabile. [Af. 5. IL, 
s. III, t IV, (4), pag. 16 (1882)]. 

3947. R4Äp. 

SEGRE (Comido). Sull'equilibrio & m i^iyo - tatwù costanti in 
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direzione ed intensità e su alcune questioni affini [M. 5. It., s. Ill, t. VI, (3), 
pag. 35 (1887)]. 

3948 R4aS. 
DELANGES (Paolo). Memoria suUe pressioni esercitate da un corpo sostenuto da 
tre o più appoggi collocati nello stesso punta [M. 5. Jt., s. I, t. V, pp. 107- 
129 (1790)]. 

3949. R 4 a $. 

PAOLI (Pietro). Memoria sopra alcuni problemi meccanici [M, 5. IL, s. I, t. VI, 
pp. 534-559 (1792)]. 

3950. R 4 a S. 

LORGNA (Anton Maria). Deirazipne di un corpo retto da un pbno unimobile eser- 
citata ne* punti di appoggio che lo sostentano. [Af. 5. Jt, s. I, t. VII, pp. 17&- 
192 (1794)]. 

3951. R4aS. 

DELANGES (Paolo). Nuovi considerazioni intomo alla pressbne d'un corpo so- 
stenuto da tre o più appoggi in un piano orizzontale. [Af. S. IL, s. I, t. Vili, 
p. i', pp. 60-76 (1799)]. 

3952. R4aS. 

MALFATTI (Gian Francesco). Tentativo sul problema delle pressioni che soffrono 
gli appoggi collocati agli angoli di una figura, derivate da un peso posto dentro 
la sua aja. [Af. 5. //., s. I, t. Vili, p. 2*, pp. 319-415 (1799)]. 

3953. R4a8. 

PAOLI (Pietro). Sul problema degli appoggi. [Af. 5. //., s. I, t IX, pp. 92-98 (1802)]. 

3954. R 4 a S. 

FONTANA (Gregorio). Nuova risoluzione di un problema statico euleriano. [Af. 5. //., 
s. I, t. IX, pp. 626-631 (i8o2)J. 

3955. R4a 3, R9a. 

DELANGES (Paolo). Principi di statica per i tetti, per i ponti e per le volte. [Af. 5. //., 
s. I, t. X, p. 1', pp. 183-204 (1803)]. 

3956. R 4 a S. 

MALFATTI (Gian Francesco). Brevi riflessioni alla critica del tentativo sul problema 
delle pressioni, fatta dal sig. Paoli nel tomo IX di questa società. [Af. 5. IL, 
s. I, t. X, p. i', pp. 245-248 (1803)]. 

3957. R4a8. 

MALFATTI (Gian Francesco). Appendici al problema delle pressioni. [Af. 5, IL, 
s. I, t. XII, p. I*, pp. 100-105 (1805)]. 
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3958. R 4 a $. 

ARALDI (Michele). Esame di alcuni tentativi di soluzione di un famoso problema 
di meccanica statica. [Af. 5. It,, s. I, t XIII, p. i*, pp. 94-103 (1807)]. 

3959. R4b. 

COSSALI (Pietro). Su la tensione delle funi; dilucidamentl teorìa ed esperienze. 
[Af. S. IL, s. I, L X, p. I*, pp. 285-313 (1803)]. 

3960. R 4 b. 

BORDONI (Antonio). Sull'equilibrìo delle curve a doppia curvatura rigide ovvero 
completamente o solo in parte elastiche. [Af. 5. Jt,, s. I, t. XIX, pp. 1-29 (182 1)], 

3961. R 6. 

COSSALI (Pietro). Sull'opinione delle pioggie de' sassi dai vulcani lunari. [Af. S, Jt., 
s. I, t XIII, p. I*, pp. 104-160 (1807)]. 

3962. R 6 b. 

PLANA (Giovanni). Sulla teoria dell'attrazione degli sferoidi eüittid. [Af. 5. It,, s. I, 
t. XV, p. I*, pp. 370-390 (181 1)]. 

3963. R e. 

FERRONI (Pietro). I prìncipi della meccanica richiamati alla massima semplicità ed 
evidenza. [Af. S. //., s. I, t. X, p. 2*, pp. 481-633 (1803)]. 

3964. R 6. 
FOSSOMBRONI (Vittorio). Saggio sopra il moto degli animali e sopra i trasporti. 
[Af. 5. //., s. I, t XII, p. 1% pp. 337-359 (1805)]. 

3965. R e. 

FOSSOMBRONI (Vittorio). Sopra la misura delle forze muscolari. [Af. S. It.^ s. I, 
t. XIII, p. I*, pp. 366-373 (1807)]. 

3966. R 6. 

DELANGES (Paolo). Saggi intomo alla teoria del moto concreto de' corpi. [Af. 5. //., 
s. I, t. XIV, p. I*, pp. 148-157 (1809)]. 

3967. R 7 a. 

FONTANA (Gregorio). Sopra la forza centrifuga. [Af. 5. //., s. I, l. II, p. i*, pp. 325- 
385 (1784)]. 

3968. R 7 a OL 

FONTANA (Gregorio). Sopra la discesa de' gravi per la convessità de' Canali cur- 
vilinei. [Af. 5. Jt,, s. I, t. I, pp. 174-182 (1782)]. 

3969. R 7 a p. 

DELANGES (Paofó). Teoria generale del moto rotatorio spontaneo dei corpi naturali 
sopra piani inclinati [Af. 5. It., % ì^ t V, pp, 378-293 (1790)]. 
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3970. R 7 b. 

PLANA (Giovanni). Sopra il movimento di un punto materiale attratto da due centri 
fìssi, Tuno di questi essendo supposto infinitamente lontana [M. 5. IL, s. I, 
t XIX, p. 138-154 (1821)]. 

3971. R7bY. 

SALADINI (Girolamo). Memoria drca la deviazione meridionale de* gravi liberamente 
cadenti. [Af. 5. //., s. I, t. IX, pp. 352-362 (1802)]. 

3972. R 7 b Y. 

BON ATI. Lettere del Ch.™* Dott. B o n a t i al Canonico S a 1 a d i n L [Af. 5. //., s. I, 
t. IX, pp. 363-364 (i8o2)J. 

3973. R 7 b Y. 

SALADINI (Girolamo). Risposta del canonico S a 1 a d i n i al Ch."° prof. B o n a t L 
[Af. 5. //., s. I, t IX, pp. 365-369 (1802)]. 

3974. R 7 b T. 

SALADINI (Girolamo). Sulla deviamone meridionale dei gravi. Memoria II*. [Af. 5. It., 
s. I, t. XII, p. ï\ pp. 292-295 (1805)]. 

3975 R7bY. 
ZENDRINI (Angelo). Sull'esperimento poleniano della caduta de' gravi in materie 
cedevoli. [Af. 5. //., s. I, t. XIII, p. i*, pp. 242-246 (1807)]. 

3976. R 7 b$, R7f; R7g, H 12b. 

BORDONI (Antonio). Sul molo discreto di uu corpo, ossia sopra i movimenti nei 
quali succedono di tempo in tempo delle variazioni finite. [Af. 5. //., s. I, t. XVII, 
p. I*, pp. 157-236 (i8i6)J. 

3977. R 7 C 

MALFATTI (Gian Francesco). Determinazione del tempo che impiega un grave di- 
scendente per un canale circobre. [Af. 5. //., s. I, t. VII, pp. 462-477 (1794)]. 

3978. R 7 C 

FONTANA (Gregorio). Sopra alcune particolarità concementi la gravità terrestre. 
[Af. 5. i/., s. I, t. VIII, p. i\ pp. 124-139 (1799)]- 

3979. R 7 £ 

PESSUTI (Gioacchino). Considerazioni su di un problema meccanico. [Af. 5. //., s. I, 
t. XIII, p. I*, pp. 104-160 (i8o7)j. 

3980. R 7 £ 

CONTI (Andrea). Rifiessioni sopra un problema meccanico. [Af. 5. It,, s. I, t XXII, 
pp. 59-90 (i839)j. 
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R 7 £ (r«i» n*» 3976). 

3981. R 7 g. 

PAOLI (Pietro). Sulle oscillazioni di un corpo pendente da un filo estensibile. [M. 5. //., 
s. I, t. XIV, p. 1% pp. 225.233 (1809)]. 

3982. R 7 g. 

BRIOSCHI (Francesco). Intorno al movimento di un punto materiale sopra una 
superficie qualsivoglia. [Af. 5. It,, s. I, t. XXV, p. 2*, pp. 155-167 ("1855)] 

R 7 g. (^Vedi n° 3976). 

3983. R 7 g a. 

S« ROBERT (Paolo di). Del moto sferico del pendolo, avuto riguardo alla resistenza 
dell'aria ed alla rotazione della terra. [M. 5. It., s. Ill, t. Ill, (2), pag. 31 
(1879)]. 

3984. R8cY- 

RICCATI (Giordano). Della forza viva di alcuni corpi che ruzzolano sopra un piano 
orizzontale, o pure girano intorno ad un asse verticale, movendosi ancora, se 
così piace, per una direzione orizzontale. [Af. 5. //., s, I, t. IV, pp. 96-115 (1787)]. 

3985. R 8 d. 

PAOLI (Pietro). Sulle oscillazioni di un corpo pendente da un filo estendibile. 
[Af. 5. //., s. I, t. XVII, p. I*, pp. 73-78 (1816)]. 

3986. R 8 d. 

TURAZZA (Domenico). Alcune ricerche intomo agli assi di rotazione ed al moto 
dei sistemi rigidi. [Af. 5. It., s. Ill, L I, p. i*, pp. 285-311 (1867)]. 

3987. R 8 e. Sia, S 2 a. 

PIOLA (Gabrio). Intorno alle equazioni fondamentali del movimento di corpi qual- 
sivo^ano, considerati secondo la naturale loro forma e costituzione. [Af. 5. It,, 
s. I, t. XXIV, p. i\ pp. 1-185 (1848)]. 

3988. R 9. 

PIOLA (Gabrio). Nuova analisi per tutte le quistioni della meccanica molecolare 
[Af. S. It., s. I, t XXI, pp. 155-321 (1836)]. 

3989. R 9 a. 

FERRONI (Pietro). L'equilibrio de' deli conformati a foggia di mezzabotte o di 
culla e soliti usarsi nella costruzione dd ponti, gallerie, delle loggie, delle navate 
o celle dei templi e delle basiliche. [Af. 5. //., s. I, t. XVIII, pp. 397-457 (1820)]. 

3990. R 9 a. 

BORDONI (Antonio). Sull'equilibrio astratto delle Volte. [Af. 5. //., s. I, t. XIX, 
pp. 155-186 (1821)]. 
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3991. R9«. 

BORDONI (Antonio). Sulla statólità e Tequilibrio di un terrapieno. [Af. 5. It, s. I, 
t. XXIV, p. 2*, pp. 75-112 (1850)]. 

R 9 h. (Vedi n"" 4028). 

3992. S 1 a. 

FONTANA (Gregorio). Sopra la pressione de' FluidL [M, S, IL, s. I, t II, p. i*, 
pp. 142-158 (1784)]. 

3993. Sia. 

LORGNA (Anton Maria). Misura dell^impulsione permanente de* liquidi contro le 
superficie piane. [M, S. //., s. I, t. IV, pp. 418-428 (1787)]. 

3994. SI«. 

FRANCESCHINIS (Francesco). Delle altezze barometriche. Dissertazione geome- 
trico-analitica. [Af. 5. //., s. I, t V, pp. 294-312 (1790)]. 

3995. SI«. 

FONTANA (Gregorio). Della pressione dell^acqua in moto contro i vasi e tubi pe* 
quali scorre. [M, 5. IL, s. I, t. IX, pp. 656-698 (1802)]. 

399^. SI«. 
SALADINI (Girolamo). Memoria idrostatica, [if. 5. //., s. I, t XI, pp. 147-157 
(1804)]. 

3997. Sia. 

RACAGNI (Giuseppe Maria). Sopra la misura delle altezze col barometro. [.Vf. 5. //., 
s. I, t. XIII, p. I*, pp. 207-241 (1807)]. 

SI«. (Fedi n° 3987). 

3998. S 1 b. 

LORGN.\ (Anton Maria). Nuova teoria intorno al movimento dei navigli a reniL 
[Af. 5. //., s. I, t II. p. 2% pp. 457-505 (1784)]. 

3999. S 1 b. 

SALADINI (Girolamo). Riflessioni circa la memoria intomo la salita delle macchine 
aerostatiche nell'aria di Leonardo Eulero. [Af. 5. //., s. I, t. X, p. i*, 
pp. 264-284 (1803)]. 

4000. S 2 a. 

MAIN ARDI (Gaspare). Sull'idrodinamica. [Af. 5. //., s. I, t. XXIII, pp. 175-183 (1846)]. 

S 2 a. (Kaìi n° 3987). 

4001. S 2 cL 

RICCATI (Giordano). Della figura del gorgo che la natura forma in un vaso dlin- 
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drìco ripieno nel centro del cui fondo sia aperto un foro circolare. [M, S. It., 
s. I, t. Ill, pp. 238-257 (1786)]. 

4002. S 2 d. 

LORGNA (Anton Maria). Teorìa fìsico - matematica intomo al moto de' liquidi 
uscenti da' fori delle conserve, [M. 5. //., s. I, t. IV, pp. 369-417 (1787)]. 

4003. S 3 a. 

LORGNA (Anton Maria). Del misurare l'acqua che esce dalle cateratte con moto 
libero. Me.noria i*. [Af. 5. //., s. I, t. V, pp. 313-329 (1790)]. 

4004. S 3 a. 

LORGNA (Anton Maria). Del misurare l'acqua che esce dalle cateratte con moto per- 
turbato. Memoria II*. [Af. 5. //., s. I, t V, pp. 330-355 (1790)]. 

4005. S 3 a. 

BONATI (Teodoro). Della velodti dell'acqua per un foro nel fondo di un vaso, 
che abbia uno o più diafranmi e della velocità pure deU'.icqua per un tubo 
verticale cilindrico, o divergente, annesso a un foro nel fondo di un vaso sem- 
plice ; e del soffio che si procura nelle fornaci di alcune ferriere col mezzo del- 
l'acqua. [Af. 5. //., s. I, t. V, pp. 501-524 (1790)]. 

4006. S 3 a. 

FONTANA (Gregorio). Esame e rettificazione de' difetti e paralogbmi che s'incon- 
trano in tutte le dimostrazioni del teore.na fondamentale di idraulica. [Af. 5. //., 
s. I, t. VIII, p. i\ pp. 184-195 (1799)]. 

4007. S 3 a. 

VENTUROLI (Giuseppe). Sull'efflusso pei tuW addizionali. [Af. 5. //., s. I, t. XII, 
p. I*, pp. 277-291 (1805)]. 

4008. S 3 a. 

BON ATI (Teodoro). Alcune riflessioni critiche sui nuovi principi d'idraulica di 
M. Bernard pubbHcati in Parigi nel MDCCXXCVIL [Af. 5. //., s. I, t XV, 
pp. 226-253 (181 1)]. 

4009. S 3 a. 

LOMBARDI (Antonio). Riflessioni sui principi d'idraulica. [Af. 5. //., s. I, t. XVI, 
p. I*, pp. 1-50 (1813)]. 

4010. S 3 a. 

AVANZINI (Giuseppe). Sopra la forza con la quale l'acqua di una gran vasca pris- 
matica sgorgando da una piccola luce spinge innanzi la cdomu acauea contenuta 
in una canna cilìndrica^ e orizzontale congiunta alla luri- 
s. I, t. XVIII, pp. 19-30 (1820)]. 

Remi, Circ, Matgm. PaUrmo, t. XV, parte 2* (1901). — Suuap 
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4011. S 3 bo. 

BONATI (Teodoro). Saggio di una nuova teoria del movimento delle acque pei 
fiumi e nuovo metodo per trovare colla sperienza la quantità dell'acqua corrente 
per un fiume. [M. S. It., s. I, t II, p. 2*. pp. 676-719 (1784)]. 

4012. S 3 b a. 

FOSSOMBRONI (Vittorio). Sopra la distribuzione delle alluvioni. [Af. 5. //., s. I, 
t. Ili, pp. 533-552 (I786)J- 

4013. S 3 boL 

LORGNA (Anton Maria). Legge inseparabile dal prmdpio fìndamentale del Ca- 
stelli intomo al moto e alla misura delle acque correnti. [Af. 5. //., s. I, t. VI, 
pp. 218-220 (1792)]. 

4014. S 3 b a. 

POLETTI (Gcminiano). Nuovo metodo per misurare la velocità delle acque che 
corrono pe* fiumi ossia della squadra reometrica. [Af. 5. It., s. I, t. XIX, pp. 330- 
376 (1821)]. 

4015. S 3 bou 

BIDONE (Giorgio). Rifiessioni su! moto permanente dell'acqua ne' canaU orizzon- 
tali. [Af. S. It., s. I, t XIX, pp. 567-615 (1821)]. 

4016. S 3 b OL 

MOSSOTTI (Ottaviano Fabrizio). Sul moto dell'acqua ne' canali [Af. S. It., s. I, 
t. XIX, pp. 616-658 (1821)]. 

4017. S 3 b p. 

BRUN ACCI (Vincenzo). Sull'urlo dei fluidi. [.Vf. 5. //., s. I, t. XVII, p. i', pp. 79- 
103 (1816)]. 

4018. S 3 c. 

LORGNA (Anton Maria). Cateratta idrometrica. [Af. 5. //., s. I, t V, pp. 397- 
407 (1790)]. 

4019. S 3 c. 

VENTUROLI (Giuseppe). Analisi geometrica dell'Ariete idraulico. [Af. 5. //., s. I, 
t. XIX, pp. 62-96 (i82i)J. 

4020. S 5 a. 

MOSSOTTI (Ottaviano Fabrizio) Del movimento di un fluido elastico, che sorte da 
un vaso e della pressione che fa sulle pareti dello stesso. [Af. 5. //., s. I, t. XVII, 
p. i', pp. 16-72 (1816)]. 

4021. Tib a. 

PES SU TI (Gioacchino). Teoria dell'azione capillare del signor De la Place ridotta 
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alla più semplice ed elementare geometrìa. [Af. 5. IL, s. I, t. XIV, p. i*, pp. 87- 
147 (1809)]. 

4022. T 1 b a. 

MAINARDI (Gaspare). Sulla teoria dell'azione capillare. [Af. 5. //., s. I, t. XXI, pp. 301- 
322 (1837)]. 

4023. T 2 a.' 

DELANGES (Paolo). Intorno alla incurvatone de* solidi. [Af. S. //., s. I, t. XII, 
p. i*, pp. 1-7 (1805)]. 

4024. T 2 a oc 

RICCATI (Giordano). Problema : Determinare il massimo allungamento, che il peso 
di un pendolo produce nella corda, a cui è attaccato, che si suppone priva di 
energia, e di gravità. [Af. 5. //., s. I, t. IV, pp. 81-95 (1787)]. 

4025. T 2 a Y. 

MAINARDI (Gaspnre). Su le condizioni di equilibrio di una corda attorta e di una 
verga elastica sottile leggermente piegata. [Af. 5. lt., s. I, t. XXII, pp. 237- 
252 (1841)]. 

4026. T 2 a s. 

MOSSOTTI (Ottaviano Fabrizio). Sul movimento di un'elice elastica che si scatta. 
[Af. 5. //., s. I, t. XVIII, pp. 243-268 (1820)]. 

4027. T 2 e. 

RICCATI (Giordano). Delle vibrazioni sonore dei cilindri. [Af. 5. //., s. 1, 1. 1, pp. 444- 
525 (1782)]. 

4028. T 3 a, R 9 b, R 4 a, L^ 20 b, H 2 a. 

FONTANA (Gregorio). Ricerche analitiche sopra diversi soggetti. [Af. 5. //., s. I, 
t. Ili, pp. 498-532 (178^]. 

4029. T 3 a. 

FONTANA (Gregorio). Sulla macchina a specchi di Buffon, e sulla luce, che 
da uno specchio piano circolare viene ripercossa sopra uno spazio circolare dato. 
[Af. S. It., s. I, t Vili, p. I*, pp. 140-173 (ï799)]- 

4030. T 3 b. 

FONTANA (Gregorio). Sopra la misura della luce in generale e sopra Tillumina- 
zione de' vari segmenti del disco solare tagliati dall'orizzonte nel tempo del na- 
scere e tramontare del sole. [Af. 5. //., s. I, t. I, pp. 111-173 (1782)]. 

4031. T4. 

BETTI (Enrico). Sopra la deterrainarione delie temperature nei cof^ nêA ed 
geoeL IM. S. It., s. Ill, t I, p. 2^, pp. 165-190 (1S6S)). 
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PERVENUTE IN DONO AL CIRCOLO. 



XVnP Elenco: (gennaio - luglio 1901). 
[Vidi gli Elenchi precedenti: t. XIV, pp. 1-8 e retro}. 



Amato V. (Palermo). Sugl'integrali delle equazioni del moto d'un punto materiale. 
Atti Acc, Gioiniay serie IX, voi XIY. Catania. 

— Sulla pedale della spirale logaritmica. Giorn. di Battagìini, voi XXXVIII 
1900. 

Amedeo, F. (Napoli), [l'edi t XIV, pag. i]. Contributo alla determinazione 
delle soNTabbon danze dei sistemi di cur\'e aggiunte alle curve algebriche. Rena, 
Acc, Xapoìi, 1900. 

— Courbes normales trigoaales du plan. Comptes Rendus, 25 juin 1900. 
Barbillion, L. Production et emploi des courants alternatifs. C. N a u d Édi- 
teur, Paris, 1901. 

Bernard, H. Les tourbillons cellulaires dans une nappe liquide propageant de la 
chaleur par convection, en régime pennanent. Paris, 1901. 

Birkenmeger, L. A. Mikolaj Kopemik. Krakowie, 1900. 

Boccardi, G. Di alcuni diagrammi astronomia. Mem, della Soc, Spettroscopisti Ita- 
liiini, voL XXIX, 1900. 

Borei, É, (Paris). [Vedi t XIV, pag. 2J. Nouvelles leçons sur la théorie des fonc- 
tions. Leçons sur les séries divergentes. Paris, 1901. 

Bortolotti, E. (Modena), [l'edi t. XIV, pag. 2]. Sulla determinazione dell'ordine 
di inônito. AtU Soc, Nat. $ Mat, di Modena^ s. IV, vol III, 1901. 

Brio8chi, F. [Tw'* t. XIV, pag. 2]. Opere Matematiche, t I. Ulrico Hoepli. Mi- 
lano, 1901. 
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Burali-Forti, C. (Torino). [.Vedi t. XIV, pag. 2]. Leziom di Aritmetica pratica 

ad uso delle scuole secondarie inferiori 2' Edizione, notevolmente accresciuta 

nella parte pratica. Torino, 1901. 
Burgatti, P. (Roma). [Fedi t. XIV, pag. 3J. Sopra alcune superficie a linee di 

curvatura boterme. Rend. Acc, Lincei, s. 5', voi. IX, 2° sem. 1900. 
Capelli, A. (Napoli). [Vedi t. XIV, pag. 3]. Sulla genesi combinatoria dell*arit- 

mctica. Giorn, di Battaglini, volume XXXIX, 1901. 
Daniele, E. (Torino). [Vedi t. XIV, pag. 3]. Sulla deformazione infinitesima delle 

superfìcie di 2° grado. Atti R. Acc. delle Sciente di Torino, voi. XXXVI, 

1900-1901. 
Del Re, A. (Napoli). [Vedi t. XIV, pag. 3J. Sopra le curve algebriche. Rend. R, 

Acc, Scien:^e Fis. e Mat, di Napoli, giugno 1901. 

— Co nme «orazione di Antonio Cu a. Atti Acc. Pontaniana, voi. XXXI. 
D'Ocagne, M. (Paris). [Vedi t. XIV, pag. sJ. Sur quelques principes élémentaires 

de Nomographic. Bulletin des Sciences Mathêm., 2* serie, t. XXIV, 1900. 

D'Ovidio, E. (Torino). [Vedi t. XIV, pag. 4]. Carlo Hermit e. Commemora- 
zione letta nell'adunanza del 27 gennaio 190 1. Atti Acc. Torino, XXXVI, 
1900-901. 

Fano, G. (Messma). [Vedi t. XI, pag. 86]. Sulle varietà algebriche dello spazio a 
quattro dimensioni con un gruppo contìnuo integrabile di trasformazioni proiet- 
tive in sé. Atti Ist. Ven., s. VII, t VII, 1895-96. 

— Ueber endliche Gruppen linearer Transformationen einer Veränderlichen. Afo- 
natshefte für Math., VII, 1896. 

— Ueber Gruppen, insbesondere continuierliche Gruppen von Cremona- Tran- 
sformationen der Ebene und des Raumes. Vortrag, gehalten auf dem interna- 
tionalen Mathematiker-Congress in Zürich den 10. August 1897. 

— Articolo bibliografico sulKopera : Prof. Dott. Wilhelm Killing, Einfüh- 
rung in die Grundlagen der Geometrie. Boll, di bibl. e storia, etc. 1899. 

— Sulle equazioni differenziali lineari del 5° ordine le cui curve integrali sono 
contenute in varietà algebriche. Rend. 1st. Lomb., s. IL, voi. XXXII, 1899. 

— I gruppi di Jonquiéres generalizzati. Mem, Acc. Torino, s. II, t XLVIII 
1897-98. 

— Sopra alcuni gruppi continui imprimitivi di trasformazioni puntuali dello spazio. 
Rend, Acc. Lincei, s. 5*, voi. VII, 1° sem. 1898. 

— Le trasformazioni infinitesime dei gruppi cremoniani tipici dello spazio. Ibid. 

— I gruppi continui primitivi di trasformazioni cremoniane dello spazio. Atti 
Acc. Torino, voi XXXIII, 1897-98. 

— Sulle equazioni differenziali lineari del 5° e del 6° ordine le cui curve inte- 
grali sono contenute in una quadrica. Atti Acc. Torino, voi. XXXIV, 1898-99. 

— Sulle equazioni differenziali lineari che appartengono alla stessa specie delle 
loro aggiunte. Ibid. 

— Osservazioni sopra alcune equazioni differenziali lineari. Rend. Acc. Lincei, 
s. 5*, voi. VIII, 1° sem. 1899. 
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f, WL OCanedle). La Saacnaa Gamma; tfièane, h amice , 

Gauthicr-VìHars, Paris, 1901. 
Ebidamard, J. rPiris). Li serie de Taylor et soa praiongenezit aualy t ^u c 

C Naai Éutear, Paris, 1901. 
Kiepert, L» (TLumover). f Fau :. XI\', pag; 4.]. Gnmdriss iisr Düüerrrrfaf ned 

Iate:2ril-Re:hmuiz. I Tbexl: DiäerezuxaMedmimg: Ha uuu f q ^ 1901. 
Laboo, E. «Tans;, '^tdi l X, pag, ro]. Traité ie gè mifaiifc Jeaczipiive ex gëo> 

mécrJe c^ree. r* roL j* édidan. Paris, 1901. 
Lamoin e, IL (Paris) [; Tjtfi l XIV. pag: 4]. S Jtte de socözxies et «ie césoktts cog- 

cenane la géoraetrie iu rrfangje. Assaciaìiom Framcjis*, Camgris àm Paris^ loao, 

— Co mp araison g eo i net rogra tiq u e de Jivenes cf mi'iifTrfHW d. on nafiiK pvooie- 
tae, iW. 

— S^te sur deoi sourdes décDcnposìcoas des nombres ^nr>T>^ /HdL 

— Gèomècrograpfaîe iaas fespace. ou stérèomètrogiaphie, JbiiL 

— La géacnê^rogrxpfaie dans fespace ou stéréooiétrogripfaie:. Campus Rtmdms, 
3 déceubre i^^oo. 

Loria, 6. (Genova^ [rA^î f. XTV, pag. 4]. Le snÊmtr esatte nf antica Creda. 

Libro ÏW. n penodo argenteo deîla geometria grecL J^ob. ^v. Af(0j«M, Sw II, 

ToL Xn, 1900. 
Mascari, A. (Catam> {FêH l Xm, pag. 8]. Ossenruioaî delfecfisse <fi sole dd 

iS 3p(aggio 1900 £itio alfOsserratorio AstrofisicD cfi Catania. A^ob. Soc Sfd- 

trosc, XXIX, 1901. 

— SaCa frequenza e jfistnbaiîoae in Iaûai£ne édle "»»^-ft^î^ solari ossemte al 
R. Osserratork> £ Catima ad 1899. ^^'^ ^^ Sp€ttresc. XXIX, 190a 

Mascheroni, L. La gcocacaria dd co.Tipasso. Palermo, fdir nixna, 1901. 
Maaonî , Ü. (Xaroli). [Vedi t. Xin, pa^. 8]. Di alcune recenti cspcncnre sui 

eranü sifoni ii Cince::3 a Napoi neaWccueiotto di Scrino. Bell. Cell. In- 

gegfUTi € Architetti di Kzpcli, t. IX, 1901. 
Btoitesano, D. (Sap>a>. [Vidi t. XIV, pag. 5]. Le superficie omaloidiche di s° 

ordine. RtnJ. .-/.v. S^::li, :9c:. 

— Su alcune superfiâe o.-naIoid;che di 4" e 5*^ ordine prive di linee muìiiplc 
RinJ, Au. Sa^cliy 1900. 

Nobile, V. (Napoli), Suiìa ricerca delle curve Tautocrone corrispondenti ad una 

data lei^ge di forza centrale. Giern, di Batliglini, voi. XXXIX, 1901. 
Pascal, E. (Milano). [Vedi l XIV, pag. 5J Repertor>'um mateniat\'ki Wx-iszci, 

prreìoz\'l za upowaznienem Autora S. Dickstein, tomo II, Geometrya. 

Warszawa, 1901. 
Peano, G. (Torino). {Vedi l XI, pag. 89J. Formulaire de .Vlarfiématiqucs. Édition 

de Pan 1901 (tome III de Tédition complète), Turin, 1901. 
PaiUiacchietti, G. (Catania). [Vedi l XIII, pag. 8j. Sopra una generaHzzozione 

della formola di B i n e t sulle forze ceniralL Atii Acc. Gùrenia, Catania, s. 4, 

voL XIV. 
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Picard, é. (Paris). [Vidi t. XUh pag* 9]* Sur le développement depüb un siede 
de quelques théories fondamentales dans l'analyse mathématique» Conférences 
fûtes à Clark-University. Revui générale des Sciences, |o gen. 15 marz. e 
50 apr. 190a 

Pieri, M. (Catania). {Vedi t. XIII, pag. 9]. Sopra i sistemi di congruenze lineari, 
che generano semplicemente lo spazio rigato. Atti Acc. Gioenia, Catania, s. 4, 
voi. XIV. 

— Sui prìndpii che reggono la geometria delle rette. Atti Act, Torino, volu- 
me XXXVI, 1901. 

— Logique et Histoire des Sciences, Paris, librairie Armand Colin, 1900. 
Poincaré, H. (Paris). [Vedi t. XVI, pag. 6]. Cours de physique mathématique: 

Électricité et optique, la lumière et les théories électrodynamiques. Leçons pro- 
fessées à la Sorbonne en 1888, 1890 et 1899. Deuxième édition, revue et com- 
plétée. Paris, 1901. 
Ricco, A. (Catania). [Vedi t. XIII, pag. 9J. La nuova stella nella costellazione 
di Perseo. Boll, Acc. Gioenia di Sciente Naturali in Catania, fascicolo LXVII, 
marzo 1901. 

— Co.nunicazione telefònica all'osservatorio Etoeo col filo sulla neve. R, Acc, 
dei Lincei, voi. X, i^ sem., s. V, seduta 17 marzo 1901. 

Ricco, A. e Eredia, F. Risultati delle osservazioni meteorologiche del 1900 fatte 
nel R. Osservatorio di Catania. Atti Acc, Gioenia di Sciente Naturali in Catania, 
s. IV, voi. XIV. 

Ricco, A. e Franco, L. Stabilità del suolo all'Osservatorio Emeo. Mem, Soc, 
Spettrosc, XXIX, 1900. 

Rufißni, F. (Bologna). [Vedi t. XIV, pag. 7]. Della ipocicloide tricuspide. Rend. 
Acc. Bologna, 1 900-1 901. 

Russell, B.-A.-W. (Cambridge). Essai sur les fondements de la Géométrie. Tra- 
duction par Albert Cadenat, revue et annotée par l'auteur. Paris, 1901. 

Sforza, G. Origine geometrica delle superfìci di R i e m a n n. Annuario R. Istituto 
Tecnico Angelo Secchi di Reggio-Emilia, 1 899-1 900. 

Somigliana, C. (Pavia). [Vedi t. XIV, pag. 7]. La temperatura nel lago di 

Como. Nota preventiva dei SS. CC. proff. Michele Cantone, Luigi De 

Marchi e Carlo Somigliana Rend, Ist, Lomb.y s. II, vol. XXXIV, 1901. 

Tacchini, P. e Ricco, A. (Catania). Osservazioni della eclisse totale di sole del 
28 maggio 1900. Mem, Soc, Spettrosc, XXIX, 19CO. 

Tchebychef, P. L. Oeuvres publiées par ks soins de MM. A. MarkofTet N. 
S o n i n. Tome I, St. Pétersbourg, 1899. 

Teixeira, F. Gromes. (Porto). [Vedi t. XIV, pag. 7]. Sur les séries ordonnées 
suivant les puissances d'une fonction donnée. Journal für die r, u. a, Matb., 
t. 122. 

Tortolini, B. Raccolta di lettere ed altri scritti intorno alla fìsica ed alle matema- 
tiche. Anno 5°, Roma 1849. [Offerto dal prof. Gerbaldi]. 

Rend. Cire. Maiem. PaUrmo, t. XV, parte a* (1901). — Stampato il 18 dicembre 1901. $ 
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Vogt, H. Éléments de Mathématiques supérieures à l'usage des physiciens, chimistes 
et ingénieurs et des Élèves des facultés des sciences. Paris, Kony et C, 1901. 

Vries, Jan de. (Amsterdam). [Vedi t. XIV, pag. 8J. Ueber eine Abbildung der 
Ebene auf eine gewisse Kummer*sche Fläche. Monatshefte Afa//;., XII, 1901. 

— On the pedal circles of the points-field in reference to a given triangle. Ai, 
van Wetensk, Amsterdam, 1900. 

— Alcune applicazioni della teoria dell'involuzioiìc. Le Matematiche pure ed ap- 
plicate, t. I, 1901. 

— Una generazione della cubica piana, Ibid,, 

— Involutions on a curve of order four with triple point. Ah, van Wetensk, 
Amsterdam (1901). 
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